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Mechanika klasyczna — nauka o ruch ciat:

* Arystoteles (384-322 p.n.e) — ruch jednostajny prostoliniowy
wymaga sity.

* Galileusz (1564-1642) wspotczesne podejscie do mechaniki, ruch
wahadta, spadek ciaf.

* Isaaac Newton (1642-1727) — zasady dynamiki.

- WIKIPEDIA

Wolna encyklopedia

a

Alternatywne podejscie do mechaniki:

* Joseph Louis Lagrange (1736-1813)

William Rowan Hamilton (1805-1865
% ( ) )

\

Ograniczenia mechaniki klasycznej:

* ruch w skali
Heisenberg, Erwin Schrddinger, 1925).

ech. kwantowa, Werner

na dzisiaj

ciata poruszajace sie z v < ¢ (mech. relatywistyczna, A. Einstein, 1905).

A



https://www.privatdozent.co/p/when-heisenberg-met-einstein
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= Zasady dynamiki w roznych postaciach:

. dp
Fod?

- ﬁ
a:—
m dt

T
Il
=y

ou

lub mr = ——

’ . 3
= Roéwnanie ruchu: r = 37

3|

* Rozwigzanie:

v" funkcja 7(t), ktéra okresli jednoznacznie potozenie punktu, pod a (mis?] b
warunkiem, ze znane sg warunki poczatkowe, czylidlat = O:

7o = 17(0) oraz v, = v(0), a(t,) ¢

Jaka jest procedura znalezienia 7(t)?

* Czy mozna rozwigzac te rownania dla wielu ciat? Np. kule bilardowe, molekuty gazu, itp.?

https://fizykafascynuje.pl/kalkulator-droga-ruch-jednostajnie-zmienny
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Mechanika Lagrange’a

BADAWCZA

Uktady N punktow opisa¢ mozna 3N rownaniami we wspotrzednych np. kartezjanskich: x; = x; (q1, g2,
gdzie okreslamy wspétrzedne uogodlnione q4, 95, .., qyN , NP.:

(x,y,2z), (1,0,9), (r,$,z), (6,¢)
Wspodtrzedne uogdlnione:
v’ opisujg konfiguracje ukfadu,
v’ sg wybierane tak, aby liczba zmiennych opisujacych uktad byta minimalna, np. wahadto —
zamiast (x,y) -> (0),
v np. dla jednego punktu w uktadzie sferycznym i cylindrycznym:
X1 =71 sinf cosp X1 =71 cosp
X, =1 sinf sing X, =T sing

X3 =1rcosf X3 =2Z

gdzie zmienner =r(t), 8 = 6(t), ¢ = ¢d(t), z = z(t) sg funkcjami czasu,
a jawna zaleznos$¢ od czasu nie wystepuje.

Mechanika Lagrange’a traktuje uktad z punktu widzenia przeptywu energii, nie rozpatruje sit
(trudne pochodne wektorowe), nie potrzebuje réownan brzegowych (wiezow).

..,qN;t),
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Funkcja Lagrange’a zdefiniowana jest jako rdznica energii kinetycznej i potencjalnej (kiedy to mozliwe?):
L(q' Qi t) = T(q' q' t) - V(C[, t)

Rownania petnigce role réwnan ruchu w mechanice Newtona, to réwnania Eulera-Lagrange’a (EL):

d (oL oL _
dt aql aql B

Przyktady (rownania E-L we wspodtrzednych uogdlnionych)- wyznaczyé réwnania ruchu :
* Ruch jednej czgstki w polu o energii potencjalnej U(7), q; = {x,y,2,%,y, Z}

» Ruch wahadta matematycznego (energia kinetyczna i potencjalna jako funkcje q; = 6)
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Zasada Hamiltona (zasada najmniejszego dziatania):
e opis uktadéw dynamicznych z wykorzystaniem analizy wariacyjne;.

* zastosowanie w mechanice klasycznej i teorii pola.

Ruch uktadu fizycznego odbywa sie w taki sposéb, ze catkowita wartosc
dziatania S, zdefiniowanego jako catka z funkcji Lagrange’a , przyjmuje wartos¢
ekstremalng (najczesciej minimalng).

? 5S
— . - f— O
s = | Lawdy 0t 50
1

zasada najmniejszego dziatania

W praktyce oznacza to, ze rzeczywista trajektoria uktadu pomiedzy dwoma punktami czasowymi jest taka, ze dziatanie
przyjmuje ekstremalng (najczesciej minimalng wartos¢):

v spadek swobodny — linia prosta
v" ruchy planet — orbity

v optyka — zasada Fermata

wiki/Hamiltonprinciple


https://en.wikipedia.org/wiki/Hamilton%27s_principle

agh.edu.pl

Action Integatal ,,‘/ 1

lllWJ cb Funkcja Hamiltona

|
|
|
l - 1\)‘ , 2
BADAWCZA
AGH o N 0 st o1

e Zasada Hamiltona (w wiekszosci zastosowan, ktore nas tu interesujg) jest rwnowazna réwnaniom Eulera-
Lagrange’a (N punktdw materialnych, k wiezéow, n = 3N — k stopni swobody, czyli n réwnan rézniczkowych 2-
gorzedu :

e Jest jednak czasem wygodniejsza — zamiast n rownan rézniczkowych 2-go rzedu, mamy 2n réwnan 1-go rzedu.

 Wprowadzamy pedy uogdlnione:

aL(qi: Ciil t) ;
= ; y L
dq;

=12, ..,n

Pi

* Definiujemy funkcje Hamiltona*:

n
. . ) *jako transformate Legendre’a
H = z qi Pi L(q;, g, t) funkcji Lagrange’a
i=1
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 Rdéwnania Hamiltona jest to uktad 2n rownan réozniczkowych pierwszego rzedu:

OH | OH

], — —— ; = =, .=1,2,...,

* Rownania te nazywane tez sg rownaniami kanonicznymi, ped nazywamy kanonicznie sprzezonym.

* Hamiltonian jest czesto (gdy wspotrzedne uogdlnione nie zalezg jawnie od czasu)
sumga energii kinetycznej i potencjalnej: H =T + V.

Przyktad:
Ruch punktu materialnego w polu sit potencjalnych, napisz Hamiltonian, dziatanie i wyprowadz
réwnania ruchu
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= Réwnania Hamiltona w mechanice kwantowej nazywajg sie .... rownaniem Schrodingera.

2

H=T4+YV H = p 174
o+ V(a)

Louis de Broglie

» |dea - skoro mamy dualizm korpuskularno-falowy, de Broglie, 1924, Nobel 1929: w = E /A i k = p/h,1= g, to

jakim powinno wyglada¢ rownanie falowe dla czgstek?
* Mozna zgadnac¢ rozwigzanie takiego rownania: Y (7, t) = A exp {% (p-7— Et)}.

v’ jak zadziatamy operatorem rézniczkowania po czasie: ih% Y(#,t) = EY(r,t),

v’ ajak po zmiennej przestrzennej, np. x: —ih;—xt/J(F, t) = p, Y(7, t),
v’ ajak zrobimy to jeszcze raz: ,
(- ‘*ﬁa) (=it ) wirt) = pe (- zrﬁ) b(r,t) = p2(r,t)
2 2+ 2+ 2
« MamyE = me =& 5:; Pz i powinno by¢ podobnie w mechanice falowej:

rownanie
L U(r,t) Schrodingera dla
5 czastki swobodnej

Ty 1?':_52’ o\ [
*‘hm“*”—%{;(‘ma) ( zhd—y) +(_.

11
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Rownaniem Schrodingera (1926, Nobel 1933), to rownanie falowe dla czgstki o masie m, przy
wprowadzeniu: P

Rownanie Schrodingera

operatoréw energii i pedu (kwantowanie, pierwsze): p= _iha' E ih&

A catkowita energia czgstki E = T + V zapisana jest jako funkcja Hamiltona, Mozna dodac
oddziatywanie:

SOED _ RPPED oo in ¥ (_ﬁ_'zvz N V(m)) y
e T G L il (o7

L 7
Y

0 _ _
—ihalp(f, t) = Hp(x,t) hamiltonian A

Rozwigzanie R.S. Y (X, t) zawiera petng informacje o stanie kwantowym.
Nie ma klasycznej trajektorii czastki, a pojawia sie funkcja falowa (X, t).

Funkcja falowa nie ma interpretacji fizycznej, ale jej kwadrat modutu | (X, t)|? okreéla gestoécé
prawdopodobienstwa znalezienia czgstki w danym miejscu i czasie.

Rownanie ciggtosci — zasada zachowania prawdopodobienstwa.
12
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* S3to réwnania wtasne - dziatajgc operatorem rézniczkowym na odpowiednie funkcje, zwang funkcjg wtasng,
otrzymujemy liczbe, zwang wartoscig wtasna:

Operator (funkcja wtasna) = wartos¢ wtasna x (funkcja wtasna).
 RoOwnanie operatorowe:

J _
—ihatp(x, t) = HY(x,t) jesttoréwnanie wiasne operatora energii (hamiltonianu)

= Wymaga sie, aby w mechanice kwantowej wielkosci fizyczne byty reprezentowane przez liniowe operatory
hermitowskie. Dowodzi sie, ze wartosci wtasne takich operatorow sg rzeczywiste, mozna je wiec interpretowac jako
wyniki pomiarow.

Postulaty, na ktérych zbudowana jest mechanika kwantowa.

1. Wielkosci fizyczne mierzone w eksperymencie sg reprezentowane przez liniowe
operatory hermitowskie*,

2. Wynikami pomiarow sg jedynie wartosci wtasne tych operatorow.

*jest to operator, ktéry jest rowny swojemu sprzezeniu hermitowskiemu:
H = H', czyli H;; = H; 13
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Rownanie Schrodingera — rownanie ciggtosci

gestosci prawdopodobienstwa:

p(x,t) =P Y™ = [P(%, t)|?
prad prawdopodobienstwa:

= (VY — P Vi)

2mi
Rownanie ciggtosci — zasada zachowania prawdopodobienstwa:

dp
—+V-j=0
at Y
Zmiana gestosci prawdopodobienstwa jest mozliwa, gdy mamy ,wyptyw” prawdopodobienstwa

Te same rachunki wykonamy dla réwnania Kleina-Gordona i Diraca.

Co sie stanie z funkcja falowa Y (X, t) gdy przemnozymy ja przez faze e'4%?

14
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Rownanie Schrodingera — rownanie ciggtosci

L0
ﬂiat_
L Ot
Ihﬁt_

Pomndzmy pierwsze rownanie przez ¥*, a drugie przez 1, i odejmijmy:

Lewa strone mozna zapisac jako zﬁ%(wjﬁ), a prawa jako —V - j. Ostatecznie otrzymujemy:

L
il
ot

ﬁ2

— V% + V.
2m

hﬂ 2 1% *
%V v+ V.

hﬂ
) — % ('?,L’*Vz'l,b ¢V2¢*) )

FV-j=0.

15
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= W QFT zamiast czastek mamy pola, ktérych wzbudzenia interpretujemy

jako czgstki.
= Pola sg ciggtymi funkcjami wsptrzednych czasoprzestrzennych x*.

= W QFT wprowadza sie gestos¢ lagranzjanu- to funkcja pol i pochodnych

pol:
L(q;, 4;) = L(¢p;(xH), 0, ;)
=  Gestosc¢ lagranzjanu jest zdefiniowana dla punktu w czasoprzestrzeni.

= Jedli L (lagtanzjan) okreslimy jako energie, skalar opisujgcy caty uktad, to

gestosc lagranzjanu L okresla energig na jednostke objetosci

=j£d3x

/Niezbednik relatywistyczny:\

xt = (% %) = (ct,x,y,2)

x, = (x°,—X) = (ct,—x, -y, —2)

16



agh.edu.pl

AGH

[ = —

UCZELNIA
BADAWCZA

Pole ¢p(x*) w kazdym punkcie czasoprzestrzeni powinno sie transformowac wzg. transformacji Lorentza

(TL) jak: skalar lub wektor lub tensor.

xt = (x%xt, x%,x3) x'* = (x'%x'"t,x"%,x'3)

\/

ten sam punkt czasoprzestrzeni, a ¢p(x*) = ¢'(x'*) powinny
opisywac to samo zdarzenie

Rozwazmy teraz matg zmiane pola ¢ (x*):

— T dyk
d¢_6xﬂ dx

powinna by¢ niezmiennicza wzgl. TL (Lorentz Inwariant — LI)

Model Standardowy - A. Obtgkowska-Mucha - AGH

uwaga: wspoétrzedne ,,’ ” odnoszg
sie zawsze do uktadu po

przeksztatceniu. np. TL lub symetrii

gauge

17
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Gestosc¢ lagranzjanu

W QFT ,wystarczy” podac¢ odpowiedni lagranzjan i mamy dobrg teorie dla zadanych pdl.

Podobnie, jak w mechanice klasycznej, zasada minimalnego dziatania prowadzi do réwnan typu

Eulera — Lagrange’a, czyli rownan pola

*(am)

0L

0(9u:)

)_

0L

0p;

18
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Przyktad: swobodna (nie oddziatujgca) czgstka skalarna (spin 0) o masie m opisana jest

Pole skalarne — L

przez pole skalarne ¢ i gestosc¢ lagrangianu L:

1 1
Lg= > (8,9)(0H ) — §m2¢2

Jakie rownanie dostaniemy z rownan Eulera — Lagrange’a?

-

uaufp)(a”fp) = (009 (009) ~ (1) 0:9) ~ ©:0)(0:6) ~ 0:0)0:9)

Niezbednik:
Jak rozumie¢ zapis (a”¢)(aﬂ¢)?
Stosowana jest tzw. konwencja sumowania po powtarzajgcych sie
wskaznikach, czyli *:

* powtorka z relatywistyki w zapisie kowariantnym

19
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Przyktad: swobodna (nie oddziatujgca) czgstka skalarna (spin 0) o masie m opisana jest
jako pole skalarne ¢ igestosc lagrangianu L:

1 1
Ly = (3u9)(0"$) - 5m?¢?

Jakie rownanie dostaniemy z rownan Eulera — Lagrange’a? .....(dokonczy¢)...
aZ
———+ V2¢p = m?
dt? ¢

Rownanie Kleina-Gordona:
dla m = 0 staje sie rownaniem falowym i opisuje pole elektromagnetyczne

dla m # 0 opisuje swobodng czastke o spinie 0, czton masowy oznacza np. pole Higgsa

20
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Rownanie Schrodingera (Nobel 1933r), :
e opisuje czastki nierelatywistyczne,

* nie jest LI, poniewaz pochodne czasowe s3 | rzedu, przestrzenne |l rzedu (czas i przestrzen nie sg
traktowane tak samo).

Zacznijmy zatem od niezmiennika: E? — p? = m?
lub jego postaci kowariantnej p#p,, — m? = 0 (jednostki naturalne ¢ = 1)

« Dla operatoréw pedu i energii mamy:
02

—om W VY = m?Y (—0%9, —m?)Y =0

Rownanie Kleina-Gordona:

* rozwigzanie w postaci fali laskiej: W(%,t) o« e "L{(Et=P%)
e opisuje czastki relatywistyczne,
* ma rozwigzania o ujemnej energii

* prowadzi do ujemnej gestosci prawdopodobienstwa (wyprowadzic)

Oskar Klein

Walter Gor

23

iy



agh.edu.pl

I

AGH

cb Pole wektorowe — pole elektromagnetyczne
= 4-Potencjat wektorowy:

4k = (¢,4)

A, = (¢,~A)

= Tensor elektromagnetyczny:
FHV = gtAY — gV A

Fy =0,4A, — 0,4,

Q

ool
Q
Ny

= Elementy tensora elektromagnetycznego (zad):
F®Y V X
F “"Fuv

<
o]
Il
o
o]
Il
<
X
e

24
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» Pole swobodnej czgstki wektorowej (o spinie 1, np. fotonu) opisane jest przez
czterowektor A* i gestosc lagrangianu:

1 1
Lproca = =7 (0*AY — 0" AM)(9,4, — 8,4,) + EmzA"AV

= Wykorzystujgc tensor elektromagnetyczny F*V = (0*AY — dY A*) zapisujemy:

1 uv 1 2 AV
LP“’“‘:_ZF F,N+§mA A,

= Ardwnania pola wyglgdajg tak:
OFFHY +m24Y =0

= Jak mamy do czynienia np. z fotonem (m = 0), to powinny z tego wyjsS¢ rownania
Maxwella...
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