agh.edu.pl

I

AGH

D

UCZELNIA
BADAWCZA

Wstep do Modelu Standardowego

Agnieszka Obtgkowska-Mucha

Wydziat Fizyki i Informatyki Stosowanej
Katedra Oddziatywan i Detekcji Czgstek

Rownanie Diraca.

Antyczastki i antymateria
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* Jak teraz powigzac diagram Feynmana z relatywistycznymi réwnaniami Maxwella?
 Pamietamy, ze w MS mamy pola, a czgstki majg by¢ wzbudzeniem tego pola.

* 0ddz. elektromagnetyczne sg tu wzorcem — bardzo dobrze znamy pole, mamy precyzyjne wyniki doswiadczalne, a
QED jest najlepszg teoria.

e Oddziatywanie pomiedzy fotonem i natadowang czgstkg uzyskamy poprzez wprowadzenie podstawien:

N N 1
- operatory: p= lhax’E_lhat

- przemnozenia stanu czastki przez faze (lokalna transformacja cechowania: ' = eiq“(x)tp

- transformacje cechowania (gauge) pola: 4, — A’u = A, +0,a(x)

- podmiane zwyktej pochodnej na pochodng kowariantna: d, » D, = 9, — iqA,

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH 2
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Jak teraz powigzac diagram Feynmana z relatywistycznymi réwnaniami Maxwella?
Pamietamy, ze w MS mamy pola, a czgstki majg by¢ wzbudzeniem tego pola.

Oddz. elektromagnetyczne sg tu wzorcem — bardzo dobrze znamy pole, mamy precyzyjne wyniki doswiadczalne, a
QED jest najlepszg teoria.

Oddziatywanie pomiedzy fotonem i natadowang czgstkg uzyskamy poprzez wprowadzenie podstawien:

N N 1
- operatory: p= lhax’E_lhat

Stan elektronu opisywany jest rownaniem Diraca — let’s play!

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH 3
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Rownania w MS - wymagania

R. Schrodingera:

v kwantowe: p » —ihV, E — ih—,

v’ nierelatywistyczne.

= R. Kleina-Gordona:

P v kwantowe: p » —ihV, E - ih%,

ot
v’ relatywistyczne: p*p, — m?c?/h? = 0

v problem z ujemnymi energiami i gestoscig pr-twa:
E = +,/p? —m?.

v

Poszukiwane nowe réwnanie:
kwantowe,
relatywistyczne,
opisujgce mozliwe stany elektronu (spin s=1/2 z dwoma orientacjami),
z dobrg interpretacjg ujemnych energii,
2 rozwigzaniem w postaci fali ptaskiej: W (%, t) o« e ~{(Et=P%)

<N N X

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH
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= Dirac (1927) — prosty ,,pierwiastek” z rownania K-G (NU):

czyli Rdwnanie Diraca (RD) w postaci kowariantnej:

" Pozostaje jedynie znalez¢ postaé macierzy y*:

mnozymy RD przez jego sprzezenie:

i znajdujemy warunki na y* o rozmiarze 4x4: Pt (—iyo % —iy -V — m) (iyo % +iy-V— m) Y =0

(r®)?

(r')”

1, macierz ¥ jest hermitowska

—1,i=1,2,3, antyhermitowskie

vyHyY +yVy* =0foru # v,
co daje antykomutatory: {y#,y" } = 2g*¥

= R. Diraca tez jest niezmiennicze wzgledem TL.

2

J 2 2
—ﬁlpﬁ'v l/)=ml/J

(iy“c’)u — m)l/J =0

Macierze y nie sg 4-wektorami, to s macierze ze statymi wspodtczynnikami, s LI.

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH
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* Jedng z dostepnych wéwczas reprezentacjg macierzy y* okazata sie kombinacja macierzy spinowych
Pauliego g;

3
11 0l 0 0O O 0|1 O
0 . (0 0lo-1
' =10 o ! Il=10)0 o
0 0 0 1/0 0
_J —o3
o': macierze Pauliego (reprezentacje operatora spinu dla s=1/2)
= A petna wersja RD (iy"aﬂ — m)t/J = 0 wyglada nastepujgco
/ G, 0 -0 e, N 9, \
tar ™ ‘oz ‘ox Ty
0 0 a 0 0 P! 0
tar ™ Yox " ay Yoz [l w2 ] (o
0 o 0 0 y2] \o
-l -y — N _ ] — CHECK IT OUT
aaza lax+ay lat m 0 P 0
T R T 0 0
\ lax T dy ia— 0 — ia —-m bi-spinor jaka jest interpretacja bispinora?
Z

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH 6
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= |nnym podejsciem do znalezienia postaci dobrego réwnania dla fermionédw w MS jest wymaganie, aby
hamiltonian zawierat jedynie pochodne I-rzedu, a nastepnie znalezienie odpowiednich wspétczynnikéw
(macierzy) a oraz 8, przez ktore nalezy przemnozy¢ operatory energii i pedu.

I’-I\1/J=(c?-ﬁ+,8m)1/)=iha—l/j

dt
p - —ihV
= (Czastka powinna spetnia¢ E? = p? + m?, podniesienie powyzszego ,do o o
” . . a; = :B =1
kwadratu” daje warunki:
< a]ﬁ + ,BC(] =0
= Zwigzek pomiedzy macierzami a, 5, y: y°=p 8 (1 0 ) A taga; =0
yl = fay U
2 _
)4 =ﬁay 0 0}
e (%) Y
y® = Ba, —o0; 0 0 —1

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH
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ph= (E,p)
ulmJJ .EQ Rownanie Diraca | — rozwigzanie dla czgstki swobodne; pu = (E,~P)
AGH | oo xh= (t, %)

= Rozwigzanie RD to réwniez powinna by¢ fala ptaska. —ix,p* = —i(Et —p - X)

= Zatdimy, ze jest ono w postaci: YP(x#) = u(p“)e‘i(Et‘ﬁ"z), gdzie u(p*) nazywamy spinorem.

= Wstawmy yp(x*) do RD (y“pu — m)u(E, p) = 0.

. . .. . 9,
= Zacznijmy od czgstki spoczywajacej p = 0. Pochodne przestrzenne = 0 i mamy: <iy° Friey m) Y =
t
°E-m)yp =0
= Wyglada to jak problem wtasny operatora energii: Eu = ("81 —?nl) u
= Co rozwigzemy jako: Y = u(E, 0)e'Et
u(E,0) - eigenspinory
spin up 1 f_\ spin down |
1 K/\} 0 0 0 Te cztery stany sg rowniez warto$ciami
u (m 0) = 0 1 10 10 wtasnymi operatora S,, wiec reprezentuja
IV 0 uy(m,0) = 0 uz(m,0) = 1 uy(m, 0) = 0 fermiony spinowe w gére i w dot
0 0 0 1 (dlaczego? - pdiniej).
N ~ J N - J
E=m E=-m

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH 8
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Rozwigzanie RD to rowniez powinna byc¢ fala ptaska.
Zatézmy, ze jest ono w postaci: Y(x*) = u(p“)e“'(Et‘ﬁ"z), gdzie u(p*) nazywamy spinorem.
Wstawmy ¥ (x*) do RD (y*p, — m)u(E,p) = 0.
Zacznijmy od czastki spoczywajacejp = 0.

Pochodne przestrzenne = 0 i mamy: <iy° % — m) P=0

(y’E-m)yp =0
gdziey = u(E,0)e " orazz Ey%u =mu  u(E,0) - eigenspinory

Wyglada to jak problem wtasny operatora energii: Eu= (rr(;I —Snl) u
czyli rozwijajac: 100 0 b1 ®1
p[010 0 |[¢2)_|[&2
00-10 || ¢s3 ¢3
000—-1/ \gy4 b4

spodziewamy sie 4 ortogonalnych rozwigzan, np. jako: 1 = N u(E,0)e £t

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH

pt= (E,p)
pu - (E, _ﬁ)

xt= (t, %)

—ix,pt = —i(Et —p-X)
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= Cztery rozwi

Rownanie Diraca - interpretacja Diraca rozwigzan

gzania rownania Diraca dla czgstki w spoczynku:

1 0 0 0
0 —imt — 1 —imt 0 +imt 0 +i
— = e = e — imt
(V3 0 e 2 0 Y3 1 W, 0 e
0 0 0 1
opisujg dwa rézne stany fermionu (Tl)z E =miE = —m
Energy
Interpretacja Diracadla E = —m :
= * Prdéznia (w petni wypetniona) reprezentuje "morze" czgstek o ujemnej energii.
+m, \ *  Wedtug Diraca: dziury w tym "morzu" reprezentujg antyczastki.
0 ', e Jesli do prdzni dostarczona jest energia 2E:
B |
/ v powstaje jeden elektron (tadunek ujemny, energia dodatnia) i jedna dziura (tadunek
-m, —= S E dodatni, energia ujemna).
- . « Ten obraz nie jest wyjasnia antybozondw, nie byt zrozumiaty i nie przyjat sie!
s=-12 | 8=+1/2

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH 10
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Stiickelberg (1941)-Feynman (1948) - wyjasnienie antyczastek™:
* Rozwazmy rozwigzanie energii ujemnej jako czgstke biegngcg wstecz w czasie

i przemianowac jg na antyczgstki, z energia dodatnig, poruszajgce sie do przodu w czasie:

o—il(-E)(-8)] — ,—ilEt]

*Feynman-Stueckelberg interpretation [Wikipedia)

By considering the propagation of the negative energy modes of the
electron field backward in time, Ernst Stueckelberg reached a pictorial
understanding of the fact that the particle and antiparticle have equal
mass m and spin J but opposite charges q. This allowed him to
rewrite perturbation theory precisely in the form of diagrams. Richard
Feynman later gave an independent systematic derivation of these
diagrams from a particle formalism, and they are now called Feynman
diagrams. Each line of a diagram represents a particle propagating
either backward or forward in time. This technique is the most
widespread method of computing amplitudes in quantum field theory
today.

Since this picture was first developed by Stueckelberg,2! and acquired
its modern form in Feynman's work, it is called the Feynman—
Stueckelberg interpretation of antiparticles to honor both scientists.

e Emisja antyczastkio E > 0 = absorpcja czastkio E < 0

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH 11


https://en.wikipedia.org/wiki/Ernst_Stueckelberg
https://en.wikipedia.org/wiki/Perturbation_theory_(quantum_mechanics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Richard_Feynman
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https://en.wikipedia.org/wiki/Antiparticle#cite_note-5
https://en.wikipedia.org/wiki/Antiparticle#cite_note-6
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= Dla poruszajacej sie czastki, p # 0, réwnanie Diraca (iy“@u — m)lp =0,
z wykorzystaniem spinoréw z Y(t, X) = u(E, p)e ‘Et=P%) zapiszemy jako:

(y#pu — m)u(E, ) = 0, cayli: (Ey° — py* = pyy? — p¥® —m)u =0

Lo o_(I 0y, i_(0 o
za pomocg reprezentacji Pauliego: Y = (0 —I) Ly = .0

G el )l )

Pz Px — ipy)

gdzie: 0P = 0xPx + 0ypy + 0,0, = <Px n l'py —p,

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH

(iy“(?# — m)t/; =0
PO = u(pt)e P

(y*pu —m)u(E,p) = 0

12
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* Przyjmujac dwa najprostsze rozwigzania dla u,4 i ug jako wektory ortogonalne: u, p= ((1)) iUgp = (0)

Rownanie Diraca — rozwigzanie ogolne

u u
= Zapiszmy 4- spinor u jako dwa 2-wyrazowe wektory: (u‘;), gdzie: uy = (u;)’ Ug = (

Uy

(iy“au - m)t/; =0
P = u(pr)e D

(v*py —m)u(E,p) = 0

251
U
)' U= (2%
Uy

4-sktadnikowy bi-spinor jako wektor dwusktadnikowy

R.D. (y“pu — m)u(E, p) = 0 ma teraz postacé:

(E —m)l —Gp Uy 0
u — = ==
(y Py m)(uA uB) < o ﬁ _(E + m)] (UB) (0)
Wydaje sie, ze rownania dla wektorow u, i ug sg sprzezone:

(o-p) (c-p)
Uy = u oraz Up = u
A ™ (g-m) B B ™ (g+m) 4

otrzymujemy cztery ortogonalne rozwigzania réwnania Diraca dla czgstek swobodnych:

W, = w(E,p)e tEPH) gdzie:

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH

1

13
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Rownanie Diraca - rozwigzanie

Y

1 0 —1 z macierzy Pauliego o
... gdzie: 0 1 pzm pb’i Py Y ;
: - —m
Pz bx — Py + i —p
u; =N U, =N u, = N | Px TPy u, =N z
fig ?%m 3 E—_m * E—-m
X y Z 1 0
E+m E+m 0 1
- N / - e -

Spinory u i v sg rozwigzaniami:

pozytron z energig E = —/m?2 + p?

Y = ugy(pt) e HEPD

Ez_p2:m2

p*= (E,p)

elektron z energig E = +,/m?2 + p2

Y = uy 5 (pH) e HEEPE)

Teraz mozemy przyjac interpretacje antyczastek F-S jako czgstki o dodatniej energii (propagujacych sie wstecz w czasie) i
zmieni¢ rozwigzania energii ujemnej us 4 , aby reprezentowac dodatnie spinory antyczgstek (pozyton) v, ,:

u,(—E, _ﬁ)e—i(—Et—(—ﬁ)-f) = u,(—E, _ﬁ)ei(Et—ﬁ-f) = v, (E,P) o L(-Et+p-xX)

e . odwracajgc znakKi
Uz (—E, —p)e {E=(=P)X) =y, (—F, —p)etEt-P %) Eip

E = +{m? + p?

(iy*p, —m)u =0 i(iy*p, + m)v =0

Vs (E, ﬁ) e—i(—Et+ﬁ-f)

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH 14
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1 0 .
. gdZIe 0 1 Iizm pz. LDy
' E+m ? E+m Us = E—m Uy = F—m

Px t 1Py —D 1 0

E+m E+m 0 1
\_ ~ J N ~ / Try: E2 — p% = m?

elektron z energig E = +,/m? + p2 pozytron z energig E = —/m? + p?
Y=g, (pH) e I EPD) P = gy (ph) e FEPD) ph= (E, )

Normalizacja y?

N=+vE+m

Spinory u i v sg rozwigzaniami: .
(iy”p” — m)u =0 i (iy”p” + m)v =0

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH 15
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Rownanie Diraca - rozwigzanie

problem IS:

o have no antiparticjeg

AGH el
Dla swobodnej czgstki - rozwigzanie RD: Dla swobodnej antyczgstki - rozwigzanie RD
Y = u(E,p) e ~HEL-DY) gpelnia (i)/“pu — m)u =0 Y = u(E,p) el (EL+D°%) gpelnia (iy“pﬂ + m)u =0
ze spinorem: ze spinorem:
(1) 2 Px — ipy Pz
Pz | Px — LDy E—_;jm pf :ll: ZZ
W=l E+m 2T TErm i= | g - "2 E+my
Px + ipy —DPz ; m 1
E+m E+m 1 0
= Zaroéwno czgstki, jak i antyczgstki majg rozwigzania z dodatnig energig: E = +./m? + p?.
= Czastki i antyczgstki majg przeciwny spin: ¥ = —§ )
Ny
Q .
3 e
0 Q

CAUTION

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH
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% -‘*f‘;f j 6'3 MeV positive track ./" : : :
Antyczastki ios oillime .

UCZELNIA . | e :
AGH | Phonwczs T TR Sl DN o AT e e

positron

e b PO R ot
i,‘.l \ :

= Pozyton zostat odkryty w 1933 roku przez Andersona przy uiyciud"é'. | G '
komory mgtowej Wilsona. 4 73 MV v ek

>|Qx to Ilonlg for a proton A

= Antiprotonin 1955 w Bevatron (a 6.5 GeV synchrotron w % 3 :
Berkeley) o

=  Antyneutron — 1956.

= Anty-wodér: o i
Wyprodukowany w1995 w Low Energy Antiproton Ring (LEAR) w CERN

= Poszukiwania antyjgder w przestrzeni:
v’ Spektrometr magnetyczny alfa (AMS-01)

v Poszukiwania antyhelu w promieniach kosmicznych — duzo He znalazi, ale nie
anty-He!

v' AMS-02 — wykryto ekstremalny strumien pozytonéw — zgodny z anihilacja
e+e-, ale z pewnym wzrostem wysokich energii o nieznanym pochodzeniu.

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH 17
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"For the discovery of new productive forms of atomic theory."

Dirac's prescience

Concluding words of 1933 Nobel lecture

“If we accept the view of complete symmetry between positive
and negative electric charge so far as concerns the fundamental
laws of Nature, we must regard it rather as an accident that the
Earth (and presumably the whole solar system), contains a
preponderance of negative electrons and positive protons. It is
quite possible that for some of the stars it is the other way
about, these stars being built up mainly of positrons and
negative protons. In fact, there may be half the stars of each
kind. The two kinds of stars would both show exactly the same
spectra, and there would be no way of distinguishing them by
present astronomical methods.” 18
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1965 antydeuteron 1995 antywodor

1932 pozyton 1959 antyproton

Bevatron PS CERN / AGS Brookhaven CERN LEAR
. antyorawitacija 2025
(38+309) 2021 spektroskopia antywodoru ye )
p p o
'} La-mb AF' truct
e+ H 25 shift s;)n“e:-t?ngjc ure
_ 2Py,
D 5 ek

Xe . Xe -

18

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH
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MJJJ EQ Antiproton Decelerator (CERN od 1997)

AGH | foamez

* AD - wiazka protonow (PS, Proton Synchrotron) jest kierowana na metalowq tarcze.

T[+_p
n P
P

H D
Py

* spektroskopia antywodoru — jak wodoru

® antygrawitacja’

- / Detector
o LINAC :
*  Pozytony — zrédto 22Na ‘

* Typowo w jednym pomiarze 90e3 p + 3¢6 et = 50e3 H, @0 | | ﬁ]nftlzgcigcl:gen
z czego 20 uwi¢zionych | “ / Detector

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH 20
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I Oddziatywania elektromagnetyczne w MS - plan
AGH | Ahc:

Grupy - nastepne zajecia [ Local U(1) invariance ]

[ F#V—aAV_

Hamzeh Khanpour AGH

pochodna kowariantna -
nastepne zajecia

Réwnania Maxwella/ \ Réwnanie Diraca

[ mt = +f}t,1’:f‘}"#t,£fA ]

Pola \ / Fermiony

Loep = ——prF HY 4 {;'1(1']!#[)“ — m)

Oddziatywanie pol

fermionowych M = [uZ(pg,)qeyOy“ue(m)] —

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH

(Ul (pa) gy’ v uz(p2)]

21
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Postulujemy lagranzjan pola elektromagnetycznego

1
L= FEy — J,AH

Umiemy napisa¢ réwnania Maxwella w postaci kowariantnej (czyli relatywistycznej).

Do potencjatu mozna dodac¢ 4-gradient dowolnej funkcji skalarnej, nie zmieniajgc przy tym pal

E i B (transformacja cechowania — gauge): A*(x") - A" + d* y(x).
Definiujemy pochodng kowariantng:
Dy — 0, +iqA, Y

Nowy lagranzjan pola fermionowego Diraca:

_ 1 }
L= l/)(l)/“DH - m)l/J - ZF‘“’FH

Zapewnienie niezmienniczosci lagranzjanu wzgledem transformacji
cechowania A*(x") - A* + d*A(x)

wprowadza oddziatywanie elektronu z fotonem.

Wstep do MS - A. Obtgkowska-Mucha - AGH

2]

22



agh.edu.pl

2]

umm ;Q Oddziatywanie elektronu z fotonem

AGH | "nnes

* Element macierzowy oddziatywania dwdch fermiondw poprzez wymiane fotonu (wirtualnego)::

M = (elV1Vi) s (V)
M = [uZ(p3)qe’}/O’}/uue(p1)] [Mfg(pzt)quoyvuf(pz)}
e—i\ 1 P3 e~ Y=yl

Model Standardowy - A. Obtgkowska-Mucha - AGH 23
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.00 A -
zﬁgngﬁw = my—iy.Vy+qytA,y

A

xP:  Hy = (Pm—iy’7.V)y+q v Ay
N . , -
en. kinetyczna en. potencjalna

En. potencjalna czgstki o spinie %2 w polu elektromagnetycznym:

q7°Y’Ao = q¢

Vp = QYOYHAM

Element macierzowy (p. diagram Feynmana) jest wyrazany przez:

1
M:ch\vw%z 5 (WalVIys)

\ . 7
X Y

Y

Ya | Y9p

propagator
(czastka posredniczgca)

foton:

24
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ulmJJ ;Q Reguty diagramow Feynmana

AGH | AT
* Linie zewnetrzne — czgstki rzeczywiste:

. N (" czastka wchodzaca u(p) —>o
e H czgstka wychodzgca 7 —>
Y / spin 1/2 < 2 Y 2 u(p)
\'\/W\,\ antyczastka wchodzaca V( p) — <o
t tk hod
e_/, - | antyczastka wychodzaca V(p) —<c—
[ foton wchodzacy ek (p) AN
spin 1 ~ "
foton wychodzacy folas (p> NN\
* Linie wewngtrzne (propagatory — * Wierzchotki (sita oddziatywania, coupling)
wirtualne czastki posredniczace) .
. . ig,uv m n fermion spin > 4=—¢ ze
P —— ANNL

q

spin1/2  fermion i(}/“c]u —|—m) o—20 é/
G —m?
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*Czesc obliczen i rysunkdw zaczerpnieta zostata z

“ cb wyktadow Marka Thomsona
ul UJ s W podsumowaniu*

AGH kel

1. Czastki obdarzone tadunkiem elektrycznym oddziatujg elektromagnetyczne, potencjat jest swietnie wyliczalny z
elektrostatyki.

. 1
2. Znamy bardzo dobrze lagranzjan pola elektromagnetycznego £ = —ZF”VF,W — Jud*

3. Umiemy napisac rownania Maxwella w postaci kowariantnej (czyli relatywistycznej).

4. Zapewnienie niezmienniczosci lagranzjanu wzgledem transformacji cechowania A#(x") - A* + d*A(x)
wprowadzito oddziatywanie elektronu z fotonem.

5. Ztota Reguta Fermiego pozwala na powigzanie fizyki oddziatywania
(amplituda z obserwowanym procesem (przekrdj czynny).

21 Pr
- — iﬁ_
o= | M| 7

6. Diagramy Feynmana pozwalajg w elegancki sposdb powigza¢ amplitude
procesu i funkcje opisujgce czastki biorgce udziat w procesie

Je-Jt

et b M = —qeqr—>—
q

e u
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