agh.edu.pl

AKADEMIA GORNICZO-HUTNICZA

IM. STANIStAWA STASZICA W KRAKOWIE
AGH UNIVERSITY OF KRAKOW

UCZELNIA

A G H BADAWCZA
INICJATYWA DOSKONALOSCI

Model Standardowy

Agnieszka Obtgkowska-Mucha

Wydziat Fizyki i Informatyki Stosowane;
Katedra Oddziatywan i Detekcji Czgstek

Grupy i symetrie w fizyce
(zwtaszcza czgstek
elementarnych)



agh.edu.pl

m UJ Cb Symetrie oddziatywan

UCZELNIA

AGH | NN

* Wszystkie wspotczesne proby odnalezienia praw natury postugujg sie pojeciem
symetrii.

* Symetria jest opisana matematycznie przez grupy, ktore czesto majg o
»,Zzakodowanych” nazwach.

Model Standardowy ma symetrie grupy: U(1) x SU(2) x SU(3)

 Kazda ciggta symetria praw fizyki, czyli taka, ktéra nie zmienia:
v réwnan ruchu,

v’ dziatania

jest zwigzana z zachowang wartoscig: ped, energia, moment pedu, tadunek.
 Praw zachowania jest tyle, ile niezaleznych parametréw (lub generatoréw) grupy.
* Symetrie dyskretne niekoniecznie generujg prawa zachowania:

v’ inwersja wspotrzednych (parzystosé przestrzenna) — tak

v inwersja w czasie - nie

1918 - Prawo Emmy Noether (1882-1935)

Invariante Variationsprobleme.
(F. Klein zom fiinfzigjéhrigen Doktorjubildum.)
Von
Emmy Noether in Gottingen.

Vorgelegt-von F. Klein in der Sitzung vom 26. Juli 19181).

Es handelt sich um Variationsprobleme, die eine kontinuier-
liche Gruppe (im Lieschen Sinne) gestatten; die daraus sich er-
gebenden Folgerungen fiir die zugehirigen Differentialgleichungen
finden ihren allgemeinsten Ausdruck in den in § 1 formulierten,
in den folgenden Paragraphen bewiesenen Sitzen. Uber diese aus
Variationsproblemen entspringenden Differentialgleichungen lassen
sich viel prizisere Aussagen machen als iiber beliebige, eine Gruppe
gestattende Differentialgleichungen, die den Gegenstand der Lieschen
Untersuchungen bilden. Das folgende beruht also anf einer Verbin-
dung der Methoden der formalen Variationsrechnung mit denen der
Lieschen Gruppentheorie, Fiir spezielle Gruppen und Variations-
probleme ist diese Verbindung der Methoden nicht nen; ich er-
wihne Hamel und Herglotz fiir spezielle endliche, Lorentz mnd
#eing Schifiler (z. B:-Fokker), Weyl wnd Klein fiir spezielle unend-
liche Gruppen®). Imsbesondere sind die zweite Kleinsche Note und
die vorliegenden Ausfilhrungen gegemseitig durch einander beein-

1) Die endgiltige Fassung des Manuskriptes wurde erst Ende September
eingereicht, .

2) Hamel: Math. Ann, Bd. 59 und Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. 60.
Herglotz: Aon. d. Phys. (4) Bd. 36, bes, § 9, 8, 511, Fokker, Verslag d. Amster-
damer Akad, 27./1. 1917. Fur die weitere Litteratur vergl. die zweite Note von
Klein : Gottinger Nachrichten 19, Juli 1918,

In einer eben erschienenen Arbeit von Kneser (Math. Zeitschrift Bd. 2) handelt
es sich um Aufstellung von Invarianten mach &hnlicher Methode.

Fgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-pbys. Elasss. 1918, Heft 2. 17
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»17 0znacza ,singlety” czyli np. elektron (fermion):

zachowana wielkos¢ —tadunek elektryczny

* Grupa SU(2) to grupa symetrii oddziatywan stabych.
»2~ 0znacza ,pary”, fermiony sg w parach; ,,S” specjalna:

zachowana wielkosé — staby izospin

* Grupa SU(3) to grupa symetrii oddziatywan silnych, zwigzanych z
kolorem.

»3~ 0znacza ,tryplety”, fermiony sg w trojkach:

zachowana wielkosc¢ - kolor

 Grupa U(1) to grupa symetrii oddziatywan elektromagnetycznych.

1 fermion: (elektron)
1 boson: (foton)

elektron)

2 fermiony: ( ,
neutrino

3bozony: (Z°,W* W™)

kwark red
3 fermiony: ( kwark blue )
kwark green

8 bozonow: (kolorowe gluony)

Z symetrii cechowania (gauge) wynika zachowany tadunek: elektryczny, izospin, kolorowy
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B;% Wybrane aspekty teorii grup — symetria dyskretna
Rozwazmy symetrie kwadratu:
T 3
. . 0 2 a 2
« obrot o m/2 wzg. srodka pozostawia kwadrat w stanie O D D =
niezmienionym:
R Ry R3
v’ Istniejg trzy nietrywialne obroty i jeden neutralny. .
« Kwadrat rowniez nie zmieni sie, przy odbiciach S EaREEEEEEE
(transformacji parzystosci przestrzennej). :
. ’ . l'le Pl p-g Pg

Kwadrat ma 8 transformacji, ktére twoarzg grupe dihedralng

wielokaty): D, = {e,R,,R,, Rs, Py, P,, P3}

( aty) 4 1, Ny, K3, £, Iy, 3 . R R Rs Py P D Py
Kazde dwie transformacje tworza nowy e | e fn R Ry By P B P
element grupy, P Ry |Ry Ro Ry e P3 P P P

— Ry|Ry Rs e R P Py P P

= tablice mnozenia (czyli dodawania Ju| gL 9291 . Ri|Re ¢ R Ro P. P Py P
kolejnych obrotéw) Ry ;R = R3z/2 92 gl_g‘z g‘z_g‘z Ph|Ph P Ph P3s e Ry Ry R
(elementy komutujg?): P \Ph P, Py Py Ry e R R
PP P P P Ry Ry e Ry

PR\ P B Po Pb Ry Ry Ry €
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Reprezentacje

« Jak mozna zapisa¢ symetrie grupy D, w postaci macierzy?
Dziatamy na punkty w 2D, czyli na element (a, b).

« Zatem najprostsza reprezentacja to macierze 2 x 2, np:

() me () me(D ) me(g) PN

[
I

[Aal=¢

« Punkt x = (a, b) transformuje sie jak: X' = R; - X
Reprezentacja grupy jest to sposob, w ktéry mozna zapisac abstrakcyjng grupe w postaci
macierzy, operatora lub funkcji, ktdre dziatajg w przestrzeni wektorowe,.

Reprezentacja grupy to przypisanie kazdemu elementowi grupy macierzy, operatora, etc., tak,
aby dziatanie grupy odpowiadato mnozeniu macierzy.
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Jak mozna zapisacC symetrie grupy D, w postaci macierzy?
« Dziatamy na punkty w 2D, czyli na element (a, b).

« Podgrupy obrotéw: Z, = {e,R{,R,, R3 } lub Z, = {e, R, } mozemy reprezentowac liczbami
zespolonymi:
e=1, Rl — ein/Z, RZ — eiT[’ R3 — ei37t/2

* Areprezentacje (zespolong) mozemy zapisac jako:

o O O
= O = O
o = o O
= o O O
o O = O
o = o O
= o O O
= O O e
_ =
= o O O
= O O e
o o = O
= o O O
o O O
o o = O
=0 = O O

|ldeg tych zabiegow jest pomyst, ze ,zapominamy” o rzeczywistym kwadracie, a zostawiamy
jedynie reprezentacje i ogolne wtasnosci grupy
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Grupa dihedralna D,, przy n = oo daje symetrie okregu — 2-wymiarowg
(2d na ptaszczyznie) ortogonalng grupe O(2).
« Tablice mnozenia:
| R(6) P(¢2)
R(01 + 62) P(¢a—0y)

P(¢1+62) R(p1 — ¢2)

R(6)
P(#1)

« Elementy reprezentacji nie komutujg: R(8)P(¢) + P(¢p)R(O).

» Grupa ortogonalna O(2) moze bycC reprezentowana przez macierze 2x2 dziatajgce na dowolny
punkt okregu (a, b):

cosf)  sinf | —COS@O —sInQ
R(#) = : P(¢) = '_ .
—sinf  cosf —sing  cos @

« Obie macierze spetniajg warunek MMT = 1, a ile wynosi det M?
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« Element grupy to pojedynczy obiekt nalezgcy do grupy.

v Elementem grupy D, sg obroty R; i odbicia P; (8 elementow). o

Grupa U(1):

« Elementem grupy U(1) jest np. liczba zespolona: z =¢e'¥ , 6 € R.

« Grupa U(1) to grupa jednostkowych macierzy 1x1, zbiér liczb zespolonych o module
=1 (obroty?)

* Grupa U(1) jest abelowa z;z, = z,24

« Grupa U(1) ma jeden parametr.

« Grupa U(1) opisuje symetrie cechowania pola elektromagnetycznego z zasadg

zachowania fadunku 00 o lcos@ —sin@

sin@ cos6@

U(l) < SO(2)

8
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« Grupa U(1) zwigzana jest z obrotem (w przestrzeni zespolonej, dyskusja).

« Reprezentacja grupy U(1): D(8) = e'?. —

« Pole v jest przemnozone przez: Y — 9 y

» Grupa U(1) opisuje lokalng symetrie cechowania pola elektromagnetycznego z
zasadg zachowania fadunku.

. Pole spinorowe 1(x) — symetrii cechowania: | ¥(x) = €™ y(x)

+ ,Zwykta” pochodna d,y jest zastgpiona® pochodng kowariantng D, = 9, + ieA,.

* 9,(e°C)y) = €9 (9,9 + i(8))

- Pole 4, transformuje sig jak: 4, - 4, — ;aua(x) | wtedy pochodna pola transformuje
sie jak pole

Dul/J N eia(x)Dul/J
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 Lagranzjan pola elektromagnetycznego (elektron + foton):

_ 1
L= 1/)(1')/“2)“ — m)t/) ——F, F*Y

e
L . . . 1
pozostaje niezmienniczy przy: D, — el“(x)Dﬂlp A, - A, - Eaua(x)
P(x) - W P (x)

* Lokalna symetria U(1) prowadzi do zachowania pradu j* = yyHi.
* Rownanie ciggtosci: d,j* = 0.

* Azatem catkowity tadunek jest zachowany: Q = [ d*xj°(x)

Lokalna symetria cechowania U(1) wprowadza pole, oddziatywanie elektronu z polem 4,
oraz zapewnia zachowanie tadunku elektrycznego
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Group: A group (G is a set of elements with a product rule, such that

1. G is closed under group multiplication, i.e. g1g2 € GG for all elements g1, g2 € G — combining
two symmetry operations is also a symmetry.

2. The group product is associative, i.e. (g192)g93 = gi1(gogs) for all elements g1, 92,93 € G —
symmetry operations are associative.

3. There exists a unique identity element ¢ € G such that eg = ge = ¢ for any element g € G —

there exists a trivial symmetry operation where nothing is done.

4. For every element g € G, there exists a unique inverse ¢~! € G such that g~lg =gg~ ' =¢ —

symmetry operations can be inverted to return to the original state.

If g190 = g2g1 for all g1, g2 € G, the group G is called an Abelian group with a commutative product.
If g192 # g2g1 for some g1, go € G, the group G is called a non-Abelian group with a non-commutative
product.

Czy grupy omowione za poprzednich slajdach sg grupami?
A ktére grupami abelowymi?

11
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Macierz N-wymiarowa D (G) jest reprezentacjg grupy G, gdy mapuje elementy G na zbiér N X N
macierzy G — GL(N), takie, ze:

* D(e) =1,

* D(91)D(g2) = D(g19), dla kazdego g,, g, € G;

* Reprezentacja D(G) jest unitarna, gdy D(g) jest macierzg unitarng dla kazdego g € G;

» Grupy mogg miec wiele reprezentaciji.

W QFT interesujg nas jedynie reprezentacje unitarne:

» (Gdy teoria przewiduje grupe symetrii G, fizyczne stany powinny sie transformowac jak
unitarne reprezentacje grupy:

1Y) = D(G)|yP)
» Co prowadzi do wnioskéw:

v iloczyn (Y |y) pozostanie niezmienniczy wzgledem tej symetrii,

v’ operatory hermitowskie, ktore transformujg sie unitarng reprezentacjg grupy
pozostajg hermitowskie po transformacji: 0 - D(G)0D(G)™?!
12
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« W HEP ciekawe sg grupy ciggte ze specjalng algebrg — algebrg Lie:
Lie algebra: A Lie algebra g is a vector-space over some field F' (real R or complex numbers C
with a bilinear Lie bracket operation [-,-] : g X g — g satisfying
1. Alternativity: [X,X]| =0 for all X € g.
2. Anti-commutativity: [X,Y] = —[Y, X] for all XY € g.
3. Bilinearity: [aX +0Y. Z] = a[X. Z] + b)Y, Z]| for all X.Y.Z € g and a.b € F.
4. Jacobi identity: [X,[Y,Z||+[Y.[Z,X]|+ [Z,[X.Y]] = 0.

ere Q,,,cb*,_ W
H\Yn' c '
« 1930 E.Wigner wskazuje zwigzek czgstek elementarnych ze strukturg up Bl .. o
grupy Lie i algebra Lie. “ (/[W,
« Elementy ciggtej grupy Lie powstajg poprzez pewng operacje na sobie. H g e
« Czastki (stany kwantowe) pochodzg z nieredukowalnych reprezentacji d, ﬁ‘ (;ig’
grupy Lie, a ich wiasnosci (masy, spektra) zwigzane sg z grupami Lie | ,,~;,;;:,,g . u;““!@
symetriami natury. : | -

https://en.wikipedia.org/wiki
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* Grupa Lie jest rozmaitoscig rézniczkowa — jesSli mozna okresli¢ infinitezymalne mate przeksztatcenie,
to umiemy zbudowacd z niego wszystkie elementy grupy. Np z obrotu o 1° zrobimy: R(45°) = R(1°)*°

* Grupy Lie zapisuje sie przy uzyciu specjalnych funkcji zwanych generatorami:

- Y Jda - generatory grupy,
A = el94v v4 - wektor parametréw 2 i A
? przestrzenie dualne g, v*?

gav* to kombinacja przeksztatcen, np.: dla SO(3) g,v* = gyy (@) + gx,(B) + g,,(¥) to obroty o
a, B,y wzgledem ptaszczyzn xy, xz, yz

* Obroty w 3D to elementy grupy SO(3), a jak znalez¢ generatory tej grupy?
iGy70 : L. 2 1 3
R,,(0) =e"92" =1 +ig,,0 + Z(lgyzé?) + i(lgyzﬁ) + -

1 0 0
R,,(0) = [0 cos® sinb
0 -—sinf cos6
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 Grupa U(1) to najprostsza grupa Lie’go, sktada sie z unitarnych macierzy 1x1, czyli jednej liczby
(zespolonegj).

v' U(1) jest grupg abelowa.

v' Dowolny element grupy U(1) moze by¢ zapisany jako:
a = exp(8), 6 € [0,2m)

v Reprezentacja U(1) parametryzowana jest jedna liczba q:
Dq(eie) =9 e9 € U(1)
« Dziatanie grupy U(1) to D, (8) = q6 dla kazdego elementu (kata) 6 € U(1).
« Dla generatora grupy U(1): D, (Ty) = gh (wkrétce okaze sig, ze q to tadunek).

 Zespolone pole ¢ transformuje sig¢ w reprezentacji D, grupy U(1), gdy dla elf U(1) mamy:

¢ > ¢ =c¢

15
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Grupy specjalne SU(N)

Grupy SU(N) reprezentujg wewnetrzng symetrie Modelu Standardowego.

Sa to grupy unitarnych macierzy U o wymiarze N X N, czyliUUT = UTU = 1 oraz
detU = 1, czyli:

vkul =uvluk=6;  ijk=1.N
Uji - elementy macierzy U, a Uij(U]-i)* = - macierzy (UT)T,

SU(N) tworza grupe Lie’go z N? = 1 parametrami, z taka sama liczbg generatoréw
postaciTy,a = 1,2,.., N —1.

Model Standardowy ma symetrie SU(3) X SU(2) X U(1) z 8+3+1 transformacjami.

16
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Grupa unitarnych macierzy 2 X 2 z jednostkowym wyznacznikiem.

Generatory — macierze Pauliego g; = %al- (grupa Lie), g;-macierze Pauliego, spetniajg UTU = 1 oraz

detU =1,
101y 1 10 - 1 11 o0\ 1
Qyz—Q 1 0 —2”'1’ QZI-_Q ; 0 —Qg-y Q:r.y—Q 0 —1 —2‘72

Generatory nalezg do SU(3) i dziatajg na (zespolony) 2-elementowy obiekt (spinor), ale reprezentujg obrot
stanu spinowego w 3 wymiarach:

: i g avA , , (e g cosg isin@/2
Majac A = e'94¥" wyrazimy np. obrét R,,,(6) = e'9vz% =

1sinf/2 cosg
Uzyteczna jest baza ztozona z kombinacji T; = g;:
Iy =T, £ Ty T3

Z relacjami komutacyjnymi:

[T, T_]=2hTy;  [T3Ty]=+hT, .
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* Grupa unitarnych macierzy 3 X 3 z jednostkowym wyznacznikiem.

* Generatory — macierze Gell-Manna (pomnozone przez h/Z) (grupa Lie).

0 1 0 0 —i 0 1 0 0

h h h
Tl—g 1 0 0 ; TQZE L 0 0 T3:§ 0 —1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
; 0 0 1 ﬁ[]ﬂ—a ; 0 0 0

Ty = — Ty = — Ty = —
1=3 0 0 0 > 00 0 6=7 0 0 1
1 00 i 0 0 01 0

ﬁDD 0 " 1 0 0

T-=—=10 0 — Te=——10 1 0

=35 ? 8 /3
0 i 0 0 0 —2
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