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Symetria cechowania dla ℒ𝐷𝐷
 Lagranżjanu Diraca dla swobodnego fermionu jest postaci:

ℒ𝐷𝐷 = 𝑖𝑖 �𝛹𝛹 𝛾𝛾𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇𝛹𝛹 −𝑚𝑚�𝛹𝛹 𝛹𝛹

 Wymagamy lokalnej symetrii cechowania, czyli niezmienniczości względem zmiany fazy:

𝛹𝛹 → 𝑈𝑈 𝛹𝛹 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝛹𝛹 = 𝛹𝛹′

innymi słowy – niezmienniczość względem lokalnej zmiany fazy jest lokalną symetrią cechowania.

 Pojawia się problem przy różniczkowaniu 𝜆𝜆(𝑥𝑥), pozostaje funkcja łamiąca symetrię:

ℒ′𝐷𝐷 = 𝑖𝑖 �𝛹𝛹′𝛾𝛾𝜇𝜇 𝜕𝜕𝜇𝜇𝛹𝛹′ − 𝑚𝑚�𝛹𝛹′𝛹𝛹′ = ℒ𝐷𝐷 − 𝑞𝑞 �𝛹𝛹 𝛾𝛾𝜇𝜇 𝜕𝜕𝜇𝜇 𝜆𝜆 𝑥𝑥 𝛹𝛹

 Radą jest dodanie nowego pola – pola wektorowego 𝐴𝐴𝜇𝜇, które przy transformacji cechowania zmieni się tak, 
aby ten dodatkowy wyraz znikał.  

 Takie pole cechowania uzyska się po podstawieniu (zasada minimalnego sprzężenia):
𝜕𝜕𝜇𝜇 → 𝒟𝒟𝜇𝜇 = 𝜕𝜕𝜇𝜇 + 𝑖𝑖𝑞𝑞𝐴𝐴𝜇𝜇

ℒ𝐷𝐷 = ⋯

ℒ𝐷𝐷 pozostanie niezmienniczy, gdy nowe pola transformuje się jak:
𝐴𝐴𝜇𝜇 → 𝐴𝐴′𝜇𝜇 = 𝐴𝐴𝜇𝜇 − 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜆𝜆(𝑥𝑥)



Elektromagnetyzm i ℒ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

 Po dodaniu nowego pola (wektorowego) należy dodać czynnik „swobodnego” pola 
wektorowego, jak  

ℒ𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 = −1
4
𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈 𝐴𝐴𝜇𝜇 𝜕𝜕𝜇𝜇𝐴𝐴𝜈𝜈 − 𝜕𝜕𝜈𝜈𝐴𝐴𝜇𝜇 + 1

2
𝑚𝑚2𝐴𝐴𝜈𝜈𝐴𝐴𝜈𝜈.

 Niezmienniczość wgl lokalnej gauge osiągniemy, gdy 𝑚𝑚 = 0, bo 𝐴𝐴𝜈𝜈𝐴𝐴𝜈𝜈 ≠ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖. To oznacza, że 
pola cechowania MUSZĄ być bezmasowe, aby lagranżiam był niezmienniczy wzl. lokalnej 
tranf. cechowania.

 Nowe pole 𝐴𝐴 reprezentuje potencjały elektrodynamiczne (czyli foton).

 Pełny lagranżjan elektrodynamiki kwantowej wygląda zatem tak:

swobodny 
elektron

swobodny 
foton

oddziaływanie 
elektron - foton

ℒ𝑄𝑄𝑄𝑄𝐷𝐷 = 𝑖𝑖 �𝛹𝛹 𝛾𝛾𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇𝛹𝛹 −𝑚𝑚�𝛹𝛹 𝛹𝛹 −
1
4
𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 − 𝑞𝑞 �𝛹𝛹 𝛾𝛾𝜇𝜇 𝛹𝛹𝐴𝐴𝜇𝜇



Elektromagnetyzm i ℒ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

ℒ𝑄𝑄𝑄𝑄𝐷𝐷 = 𝑖𝑖 �𝛹𝛹 𝛾𝛾𝜇𝜇𝜕𝜕𝜇𝜇𝛹𝛹 −𝑚𝑚�𝛹𝛹 𝛹𝛹 −
1
4
𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 − 𝑞𝑞 �𝛹𝛹 𝛾𝛾𝜇𝜇 𝛹𝛹𝐴𝐴𝜇𝜇

równania 
Maxwella w 

obecności źródeł

 Człon oddziaływania opisuje elementarny diagram Feynmana - wierzchołek elektron-foton:

𝑞𝑞 �𝛹𝛹 𝛾𝛾𝜇𝜇 𝛹𝛹𝐴𝐴𝜇𝜇 ⟺

𝐴𝐴𝜇𝜇

𝛹𝛹 �𝛹𝛹
𝑞𝑞𝛾𝛾𝜇𝜇

 Równania E-L dla członów opisujących pola fotonowe prowadzą do czwerowektora prądu 𝑗𝑗𝜇𝜇 :

𝜕𝜕𝜇𝜇𝐹𝐹𝜇𝜇𝜈𝜈 = 𝑗𝑗𝜇𝜇

𝑗𝑗𝜇𝜇 = 𝑞𝑞 �𝛹𝛹 𝛾𝛾𝜇𝜇 𝛹𝛹
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Podsumowując symetrię gauge dla elektromagnetyzmu

 Zaczęliśmy od lagranżjanu cząstki swobodnej (elektronu).

 Wyniki fizyczne nie mogą zależeć od wyboru cechowania potencjałów.

 Wymaganie cechowania pola wymaga zmiany współrzędnych (pól, funkcji Ψ) – wprowadzenie pochodnej 
kowariantnej 𝒟𝒟𝜇𝜇 = 𝜕𝜕𝜇𝜇 + 𝑖𝑖𝑞𝑞𝐴𝐴𝜇𝜇, nowego pola i lagranżian tego pola.

 Mamy zatem transformacje:
𝐴𝐴𝜇𝜇 → 𝐴𝐴′𝜇𝜇 = 𝐴𝐴𝜇𝜇 − 𝜕𝜕𝜇𝜇𝜆𝜆(𝑥𝑥)
Ψ → Ψ′ = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥)Ψ

 I wprowadzamy bezmasowe pole – foton, który w „naturalny” sposób oddziałuje z elektronem.

 W ten sposób otrzymaliśmy prawa elektromagnetyzmu

 Można jeszcze pokazać niezmienniczość prądu.

Efekt końcowy: opis oddziaływania pomiędzy elektronem a 
fotonem!



Gęstość prawdopodobieństwa i prąd

1. Równanie Schrodingera.

2. Równanie Kleina-Gordona

3. Równanie Diraca

http://www.agh.edu.pl/
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