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Symetrie oddziaływań

• Wszystkie współczesne próby odnalezienia praw natury posługują się pojęciem 
symetrii.

• Symetria jest opisana matematycznie przez grupy, które często mają o 
„zakodowanych” nazwach.

Model Standardowy ma symetrię grupy: U(1) SU(2) SU(3)

• Grupa to matematyczne narzędzie, którego celem jest opisanie symetrii układu.

• Każda ciągła symetria praw fizyki, czyli taka, która nie zmienia:

✓ równań ruchu,

✓ działania 

jest związana z zachowaną wartością: pęd, energia, moment pędu, ładunek.

• Praw zachowania jest tyle, ile niezależnych parametrów (lub generatorów) grupy.

• Symetrie dyskretne niekoniecznie generują prawa zachowania:

✓ inwersja współrzędnych (parzystość przestrzenna) – tak

✓ inwersja w czasie - nie

1918 - Prawo Emmy Noether (1882-1935)
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Grupa U(1) SU(2) SU(3)

• Grupa U(1) to grupa symetrii oddziaływań elektromagnetycznych.

„1” oznacza „singlety” czyli np. elektron (fermion),

„U” – unitarna,

zachowana wielkość – ładunek elektryczny, powiedzmy, że  jest naładowany fermion reprezentuję tę grupę.

1 fermion:  (elektron) 
1 boson:      (foton)
1 fermion:  (elektron) 
1 boson:      (foton)

• Grupa SU(2) to grupa symetrii oddziaływań słabych.

„2” oznacza „pary” , fermiony są w parach; „S” specjalna,

zachowana wielkość – słaby izospin, a reprezentantami grupy jest 
para oddziałujących słabo fermionów – elektron i jego neutrino

2 fermiony:
𝑒𝑙𝑒𝑘𝑡𝑟𝑜𝑛
𝑛𝑒𝑢𝑡𝑟𝑖𝑛𝑜

3 bozony:      (𝑍0,𝑊+,𝑊−)

2 fermiony:
𝑒𝑙𝑒𝑘𝑡𝑟𝑜𝑛
𝑛𝑒𝑢𝑡𝑟𝑖𝑛𝑜

3 bozony:      (𝑍0,𝑊+,𝑊−)

• Grupa SU(3) to grupa symetrii oddziaływań silnych, związanych z 
kolorem.

„3” oznacza „tryplety” , fermiony są w trójkach,

zachowana wielkość – kolor, reprezentacja  grupy to trójka 
kolorowo naładowanych fermionów, czyli kwark. 

3 fermiony:
𝑘𝑤𝑎𝑟𝑘 𝑟𝑒𝑑
𝑘𝑤𝑎𝑟𝑘 𝑏𝑙𝑢𝑒
𝑘𝑤𝑎𝑟𝑘 𝑔𝑟𝑒𝑒𝑛

8 bozonów:      (kolorowe gluony)

3 fermiony:
𝑘𝑤𝑎𝑟𝑘 𝑟𝑒𝑑
𝑘𝑤𝑎𝑟𝑘 𝑏𝑙𝑢𝑒
𝑘𝑤𝑎𝑟𝑘 𝑔𝑟𝑒𝑒𝑛

8 bozonów:      (kolorowe gluony)

Z symetrii cechowania (gauge)  wynika zachowany ładunek: elektryczny, izospin, kolorowy 3

Chociaż każdy fermion jest elementem jednej lub wszystkich trzech grup – traktujemy je osobno, ale finalnie łączymy w 
jedną teorie wyjaśniającą wszystkie efekty –Model Standardowy
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Wybrane aspekty teorii grup – symetria dyskretna 

Rozważmy symetrie kwadratu:

• obrót o 𝜋/2 wzg. środka pozostawia kwadrat w stanie 

niezmienionym:

✓ Istnieją trzy nietrywialne obroty i jeden neutralny.

• Kwadrat również nie zmieni się, przy odbiciach 

(transformacji parzystości przestrzennej).

Kwadrat ma 8 transformacji, które twoarzą grupę dihedralną 

(wielokąty): 𝐷4 = 𝑒, 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, 𝑃0, 𝑃2, 𝑃3

Każde dwie transformacje tworzą nowy 

element grupy, 

⇒ tablice mnożenia (czyli dodawania 

kolejnych obrotów) 𝑅𝜋/2𝑅𝜋 = 𝑅3𝜋/2

(elementy komutują?): 
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Co potrzeba, aby była grupa?  

• Celem wprowadzenia grup w fizyce jest opis symetrii.

• Jakie obiekty mogłyby być użyteczne:

- obiekt, na którym wykonuje się przekształcenie

- przekształcenie

• Element grupy to pojedyncza transformacja.

✓ Elementem grupy 𝐷4 są obroty 𝑅𝑖 i odbicia 𝑃𝑖 (8 elementów).

✓ Elementem grupy jest przesunięcie układu w przestrzeni lub czasie

✓ Elementem grupy jest transformacja Lorentza.

• Reprezentacja grupy to matematyczny zapis (np. w postaci macierzy) elementów grupy.

• Użyteczność grup  fizyce wymaga, aby spełniały one pewne matematyczne wymagania…

• Grupy powinny mieć dobrze określoną algebrę.
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Reprezentacje 

• Jak można zapisać symetrię grupy 𝐷4 w postaci macierzy?

Działamy na punkty w 2D, czyli na element 𝑎, 𝑏 .

• Zatem najprostsza reprezentacja to macierze 2 × 2, np: 

• Punkt Ԧ𝑥 = (𝑎, 𝑏) transformuje się jak: Ԧ𝑥′ = 𝑅𝑖 ∙ Ԧ𝑥

• Reprezentacja grupy jest to sposób, w który można zapisać abstrakcyjną grupę w postaci 

macierzy, operatora lub funkcji.

• Reprezentacja grupy to przypisanie każdemu elementowi grupy macierzy, operatora, etc., tak, 

aby działanie grupy odpowiadało mnożeniu macierzy.



7

Reprezentacje 

Jak można inaczej zapisać symetrię grupy 𝐷4 w postaci macierzy?

Ideą tych zabiegów jest pomysł, że „zapominamy” o rzeczywistym kwadracie, a zostawiamy 

jedynie reprezentacje i ogólne  własności grupy.

• Macierz obrotu wektora na płaszczyźnie „klasycznie”: 𝑅 𝛼 =
cos 𝛼 − sin 𝛼
sin 𝛼 cos𝛼

• Punkty w 2D kładziemy na płaszczyzną zespoloną. 

• Obrót jest mnożeniem przez liczbę zespoloną o module 1, a odbicie jest sprzężeniem zespolonym.

• Podgrupy obrotów: ℤ4 = 𝑒, 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3 lub ℤ2 = 𝑒, 𝑅2 możemy reprezentować liczbami 

zespolonymi.

𝑒 = 1, 𝑅1 = 𝑒𝑖𝜋/2, 𝑅2 = 𝑒𝑖𝜋, 𝑅3 = 𝑒𝑖3𝜋/2 𝑅𝑛 𝛼 = 𝑒𝑖
2𝜋
𝑛 0

0 𝑒−𝑖
2𝜋
𝑛

• Jaki jest „zysk” zapisu w postaci zespolonej?
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Formalna definicja grupy

Grupa jest zbiorem elementów i określonym na niej działaniem matematycznym (np. mnożeniem), 

przy czym spełnione są warunki:

• Łączność – dla wszystkich elementów 𝑔𝑖 grupy zachodzi: 𝑔1𝑔2 𝑔3 = 𝑔1(𝑔2𝑔3).

• Wewnętrzność – dla elementów grupy 𝑔𝑖 ∈ 𝐺, 𝑔𝑖𝑔𝑗 ∈ 𝐺, czyli złożenie dwóch symetrii też daje 

element należący do grupy

• Istnieje element neutralny grupy 𝑒, taki, że: 𝑒𝑔 = 𝑔𝑒 = 𝑔, dla dowolnego 𝑔.

• Odwracalność - dla każdego 𝑔 ∈ 𝐺 isnieje element odwrotny 𝑔−1, taki, że 𝑔−1𝑔 = 𝑔𝑔−1 = 𝑒, czyli, 

ze symetria może zostać odwrócona do początkowego stanu.

Dodatkowo:

✓ gdy 𝑔1𝑔2 = 𝑔2𝑔1 dla każdych 𝑔1𝑔2 ∈ 𝐺 grupę nazywamy Abelową

(przemienną), a działanie matematyczne komutuje,

✓ gdy 𝑔1𝑔2 ≠ 𝑔2𝑔1, grupa jest nieabelowa, a działanie nie komutuje.

Niels Henrik Abel (1802–1829) 
–norweski matematyk
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Wybrane aspekty teorii grup – symetria ciągła 

Grupa dihedralna 𝐷𝑛 przy 𝑛 → ∞ daje symetrię okręgu – 2-wymiarową 

(2d na płaszczyźnie) ortogonalną grupę O(2).

• Tablice mnożenia:

• Elementy reprezentacji  nie komutują: 𝑅 𝜃 𝑃 𝜙 ≠ 𝑃 𝜙 𝑅 𝜃 ?

• Grupa ortogonalna O(2) może być reprezentowana przez macierze 2x2 działające na dowolny 

punkt okręgu (𝑎, 𝑏): 

• Czy w fizyce są jakieś specjalne warunki dotyczące rodzaju macierzy, które reprezentują zachodzące procesy?

• Obie macierze spełniają warunek 𝑀𝑀𝑇 = 1, a ile wynosi det𝑀?
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Ciągła grupa U(1)  

Grupa U(1):

• Elementem grupy U(1) jest np. liczba zespolona:  𝑧 = 𝑒𝑖𝜃 , 𝜃 ∈ 𝑅.

• Grupa U(1) to grupa jednostkowych macierzy 1x1, zbiór liczb zespolonych o module 

=1 (okrąg jednostkowy na płaszczyźnie zespolonej)

• Grupa U(1) jest abelowa 𝑧1𝑧2 = 𝑧2𝑧1

• Grupa U(1) ma jeden parametr. 

• Grupa U(1) opisuje symetrię cechowania pola elektromagnetycznego z zasadą 

zachowania ładunku (WdMS).
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Reprezentacja grupy U(1) 

• Reprezentacja grupy U(1):  𝐷 𝜃 = 𝑒𝑖𝜃.

• Pole 𝜓 (z równania Diraca) jest przemnożone przez: 𝜓 → 𝑒𝑖𝜃 𝜓

• Grupa U(1) opisuje lokalną symetrię cechowania pola elektromagnetycznego z 

zasadą zachowania ładunku.

• Pole spinorowe 𝜓(𝑥) – symetrii cechowania:

• „Zwykła” pochodna 𝜕𝜇𝜓 jest zastąpiona* pochodną kowariantną 𝒟𝜇 = 𝜕𝜇 + 𝑖𝑒𝐴𝜇.

• Pole 𝐴𝜇 transformuje się jak: 𝐴𝜇 → 𝐴𝜇 −
1

𝑒
𝜕𝜇𝛼 𝑥 i wtedy pochodna pola transformuje 

się jak pole

𝜓 𝑥 → 𝑒𝑖𝛼 𝑥 𝜓 𝑥

𝒟𝜇𝜓 → 𝑒𝑖𝛼(𝑥)𝒟𝜇𝜓

*

Lokalna symetria cechowania U(1) wprowadza pole, oddziaływanie elektronu z polem 𝐴𝜇 oraz 

zapewnia zachowanie ładunku  elektrycznego.
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Grupy Lie

• W HEP ciekawe są grupy ciągłe ze specjalną algebrą – algebrą Lie:

• 1930 E.Wigner wskazuje związek cząstek elementarnych ze strukturą 

grupy Lie i algebrą Lie. 

• Elementy ciągłej grupy Lie powstają poprzez pewną operację na sobie.

• Cząstki (stany kwantowe) pochodzą z nieredukowalnych reprezentacji 

grupy Lie, a ich własności (masy, spektra) związane są z grupami Lie i 

symetriami natury.

https://en.wikipedia.org/wiki



• Grupa Lie jest rozmaitością różniczkową – jeśli można określić infinitezymalne małe przekształcenie, to 

umiemy zbudować z niego wszystkie elementy grupy. Np z obrotu o 1° zrobimy: R(45°) =  R(1°)45

• Grupy unitarne są grupami Liego.

• Grupy Lie zapisuje się przy użyciu specjalnych funkcji zwanych generatorami:

𝑔𝐴𝑣
𝐴 to kombinacja przekształceń, np.: dla 𝑆𝑂(3) 𝑔𝐴𝑣

𝐴 = 𝑔𝑥𝑦 𝛼 + 𝑔𝑥𝑧 𝛽 + 𝑔𝑦𝑧(𝛾) to obroty o 

𝛼, 𝛽, 𝛾 względem płaszczyzn 𝑥𝑦, 𝑥𝑧, 𝑦𝑧

• Obroty w 3D to elementy grupy 𝑆𝑂(3), a jak znaleźć generatory tej grupy? 
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Generatory grupy Lie

𝐴 = 𝑒𝑖𝑔𝐴𝑣
𝐴 𝑔𝐴 - generatory grupy,

𝑣𝐴 - wektor parametrów ? przestrzenie dualne 𝑔𝐴𝑣
𝐴?

𝑅𝑦𝑧 𝜃 = 𝑒𝑖𝑔𝑦𝑧𝜃 = 𝐼 + 𝑖𝑔𝑦𝑧𝜃 +
1

2!
𝑖𝑔𝑦𝑧𝜃

2
+
1

3!
𝑖𝑔𝑦𝑧𝜃

3
+⋯

𝑅𝑦𝑧 𝜃 =
1 0 0
0 𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃
0 −𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

= ⋯
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Grupa U(1)

• Grupa 𝑈(1) to najprostsza grupa Lie’go, składa się z unitarnych macierzy 1x1, czyli jest to zbiór liczb zespolonych 
o module 1.

✓ 𝑈(1) jest grupą abelową. 

✓ Dowolny element grupy U(1) moze być zapisany jako:  𝛼 = exp 𝜃 , 𝜃 ∈ 0,2𝜋

✓ Reprezentacja U(1) parametryzowana jest jedną liczbą 𝑞: 𝐷𝑞 𝑒𝑖𝜃 = 𝑒𝑖𝜃𝑞, 𝑒𝑖𝜃𝑞 ∈ 𝑈(1)

• W fizyce działanie w grupie U(1) oznacza przemnożenie stanu przez fazę 𝑒𝑖𝜃𝑞.

• Grupa U(1) ma jeden generator 𝑇 = 𝑞

𝜓 → 𝜓′ = 𝑒𝑖𝜽𝒒 𝜓

parametr grupy, odpowiadający 
za przekształcenie, symetrię w 

grupie – jaki?

generator grupy 
(ładunek)

𝐴 = 𝑒𝑖𝑔𝐴𝑣
𝐴

• Reprezentacja grupy U(1):  

𝐷 𝜃 = 𝑒𝑖𝜃.

• Reprezentacja grupy Lie:
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Grupa U(1) – generator i symetria cechowania (gauge) 

• Transformacja cechowania w oddziaływaniu elektromagnetycznym polega na zmianie pochodnej i wprowadzeniu 
pola cechowania 𝐴𝜇 (foton – pole elm):

• Pochodna kowariantna 𝒟𝜇 działa na pola:

dzięki temu poprawnie działa na nie lokalna transformacja cechowania:

• Transformacja pól (po wprowadzeniu pochodnej kowariantnej i pola cechowania) jest identyczna jak działanie 
generatora grupy U(1)

𝜕𝜇 → 𝒟𝜇 = 𝜕𝜇 + 𝑖𝑞𝐴𝜇

𝐴𝜇 𝑥 → 𝐴𝜇 𝑥 −
1

𝑒
𝜕𝜇𝛼 𝑥

𝒟𝜇𝜓 𝑥 → 𝑒𝑖𝑞𝛼 𝑥 𝒟𝜇𝜓(𝑥)

𝒟𝜇𝜓 = (𝜕𝜇 + 𝑖𝑞𝐴𝜇)𝜓

wewnętrzna symetria grupy U(1) jest tożsama z lokalną transformacją cechowania w 
elektromagnetyzmie – czy są inne grupy opisujące pozostałe oddziaływania? 
Dzięki można by było znaleźć bozony pośredniczące w pozostałych dwóch oddziaływaniach.
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Grupa SU(2)

• Grupa unitarnych macierzy 2 × 2 z jednostkowym wyznacznikiem (grupa Liego).

• W MS oddziaływania słabe mają symetrię grupy 𝑆𝑈(2).

• Dokładniej – lewoskrętne fermiony podlegają symetrii grupy 𝑆𝑈 2 𝐿 jako dublety: 

czyli neutrino przekształca się (obraca) na elektron (z emisją 𝑊),

fermiony prawoskrętne nie są „zauważane” przez oddziaływania słabe.

𝐿 =
𝜈𝑒
𝑒− 𝐿

𝐿 =
𝑢
𝑑 𝐿

Elektron i neutrino są związane symetrią grupy SU(2), poprzez oddziaływania słabe, czyli emisję W.

𝐿′ = 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟 𝐿
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Grupa SU(2) – rola generatorów

• Dublet 𝐿 =
𝜈𝑒
𝑒− 𝐿

transformuje się, jak  𝐿 → 𝑒𝑖𝜃
𝑎 𝑇𝑎 𝐿, a można rozwinąć: 𝐿 → 𝐼 + 𝑖𝜃𝑎𝑇𝑎 +⋯ 𝐿

𝑈𝜓 = 𝑒𝑖𝜃/2 0
0 𝑒−𝑖𝜃/2

𝜓1

𝜓2
=

𝑒𝑖𝜃/2 𝜓1

𝑒−𝑖𝜃/2𝜓2

dublet 𝐿 =
𝜈𝑒
𝑒− 𝐿

został obrócony w wewnętrznej, abstrakcyjnej symetrii grupy, 

• Każdy element grupy SU(2) można zapisać jako: 𝑈 = 𝑒𝑖𝜃
𝑎 𝑇𝑎 , 

𝜃𝑎 - parametry transformacji (kąty), 𝑇𝑎 - generatory SU(2), np. w postaci macierzy Pauliego 𝑇𝑎 =
1

2
𝜎𝑎

np. dla 𝑇3 mamy: 𝑈 = 𝑒𝑖
𝜃

2
𝜎3 i przekształcimy wektor 𝜓 =

𝜓1

𝜓2
:  
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Grupa SU(2) – rola generatorów

𝐿 =
𝜈𝑒
𝑒− 𝐿

≡
𝜓1

𝜓2

dublet 𝐿 =
𝜈𝑒
𝑒− 𝐿

został obrócony w wewnętrznej, abstrakcyjnej 

symetrii grupy, 

• lewoskrętne fermiony się mieszają, jedno zamienia się w drugie,
• elektron i neutrino należą tej samej struktury matematycznej 

(dubletu), „obracają się”, 

𝑈𝜓 = 𝑒𝑖𝜃/2 0
0 𝑒−𝑖𝜃/2

𝜓1

𝜓2
=

𝑒𝑖𝜃/2 𝜓1

𝑒−𝑖𝜃/2𝜓2

𝜎3

𝐿 → 𝑒𝑖𝜃
𝑎 𝑇𝑎 𝐿 = 𝐼 + 𝑖𝜃𝑎𝑇𝑎 +⋯ 𝐿

✓ dla 𝜎1i 𝜎2 jeszcze mnie intuicyjne:

✓ dla 𝜎3 najprościej?

𝑇𝑎 =
1

2
𝜎𝑎𝑈 = 𝑒𝑖𝜃

𝑎 𝑇𝑎✓ przepis na obrót (symetrię):

𝜈𝑒
𝑒− 𝐿

≡ 𝑎(𝜈𝑒)
0
1

+ 𝑏(𝑒)
1
0

• oddziaływania słabe powodują zmianę 
(obrót) wewnątrz dubletu, ale dopiero 
emisja W powoduje zmianę cząstki
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Grupa SU(3)

• Grupa SU(3), to grupa unitarnych macierzy 3 × 3 z jednostkowym wyznacznikiem.

• W MS oznacza transformacje pomiędzy trzema stanami, np. kwarkowymi (red, green, blue) – grupa 𝑆𝑈 3 𝐶.

• Symetria 𝑆𝑈 3 𝐶 opisuje „rotacje” pomiędzy kolorowymi stanami kwarkowymi.

• Generatory grupy 𝑆𝑈 3 𝐶 powinny mieć związek z gluonami – nośnikami oddziaływań silnych.

• Generatory – np. macierze Gell-Manna (pomnożone przez ℏ/2) (grupa Lie).



Grupa SU(3)

• Kwarki występują w trzech kolorach (są trypletami koloru):

• Transformują się jako: 𝑞 → 𝑈 𝑥 𝑞, 𝑈 𝑥 ∈ 𝑆𝑈(3).

• Jest 8 generatorów, zatem 8 gluonów:

• Gluony są kolorowe i oddziałują ze sobą.

• Na wzór elm wprowadzane są pola cechowania

• Grupa SU(3) jest nieabelowa

𝑞 =

𝑞𝑟
𝑞𝑔
𝑞𝑏
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Grupa SU(3) – rotacje pomiędzy kwarkami

• Każdy stan kwarkowy zapiszmy w postaci:

• Zadziałajmy  macierzą Gell-Manna:

czyli generator 𝑇1 zamienia część czerwonego kwarka na zielony….

Oznacza to wymianę gluonu ҧ𝑟𝑔 (𝑔 ҧ𝑟𝑔)
HyperPhysics

23

https://www.hsc.edu.kw/student/materials/Physics/website/hyperphysics%20modified/hbase/hph.html

