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Wszystkie wspotczesne proby odnalezienia praw natury postugujg sie pojeciem

symetrii.

Symetria jest opisana matematycznie przez grupy, ktore czesto majg o
»,Zakodowanych” nazwach.

Model Standardowy ma symetrie grupy: U(1) x SU(2) x SU(3)

Grupa to matematyczne narzedzie, ktorego celem jest opisanie symetrii uktadu.

Kazda ciggta symetria praw fizyki, czyli taka, ktora nie zmienia:
v" réwnan ruchu,
v’ dziatania

jest zwigzana z zachowang wartoscia: ped, energia, moment pedu, tadunek.

Praw zachowania jest tyle, ile niezaleznych parametréw (lub generatorow) grupy.

Symetrie dyskretne niekoniecznie generujg prawa zachowania:
v’ inwersja wspotrzednych (parzystos$c przestrzenna) — tak

v’ inwersja w czasie - nie

1918 - Prawo Emmy Noether (1882-1935)

Invariante Variationsprobleme.
(F. Klein zum fiinfzigjihrigen Doktorjubildnm.)
Von
Emmy Noether in Gottingen.

Vorgelegt-von F. Klein in der Sitzung vom 26. Juli 19181).

Es handelt sich um Variationsprobleme, die eine kontinuier-
liche Gruppe (im Lieschen Sinne) gestatten; die daraus sich er-
gebenden Folgerungen fiir die zugehirigen Differentialgleichungen
finden ihren allgemeinsten Ausdruck in den in § 1 formulierten,
in den folgenden Paragraphen bewiesenen Sitzen. Uber diese aus
Variationsproblemen entspringenden Differentialgleichungen lassen
sich viel priizisere Aussagen machen als fiber beliebige, eine Gruppe
gestattende Differentialgleichungen, die den Gegenstand der Lieschen
Untersuchungen bilden. Das folgende beruht also anf einer Verbin-
dung der Methoden der formalen Variationsrechnung mit denen der
Lieschen Gruppentheorie, Fiir spezielle Gruppen und Variations-
probleme ist diese Verbindung der Methoden nicht nen; ich er-
wihne Hamel und Herglotz fiir spesielle endliche, Loremtz und
woine Schifiler (z. B.-Fokker), Weyl und Klein fiir spezielle unend-
liche Giruppen®). Imsbesondere sind die zweite Kleinsche Note und
die vorliegenden Ausfilhrungen gegenseitig durch einander beein-

1) Die endgiltige Fassung des Manuskriptes wurde erst Ende September
eingereicht, .

2) Hamel: Math. Ann, Bd. 59 und Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. 50.
Herglotz: Ann. d. Phys. (4) Bd. 86, bes, § 9, 8, 511, Fokker, Verslag d. Amster-
damer Akad., 27./1. 1917. Fur die weitere Litteratur vergl. die zweite Note von
Klein: Gottinger Nachrichten 19. Juli 1918.

In einer eben erschienenen Arbeit von Kneser (Math. Zeitschrift Bd. 2) handelt
es sich um Aufstellung von Invarianten mach &hnlicher Methode.

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Elasss., 1918, Heft 2. 17




agh.edu.pl

AGH

Chociaz kazdy fermion jest elementem jednej lub wszystkich trzech grup — traktujemy je osobno, ale finalnie fgczymy w

“UJ cb Grupa U(1) x SU(2) x SU(3)

UCZELNIA
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Grupa U(1) to grupa symetrii oddziatywan elektromagnetycznych.
,1” oznacza ,singlety” czyli np. elektron (fermion),

,U” —unitarna,

1 fermion: (elektron)
1 boson: (foton)

zachowana wielkos¢ — tadunek elektryczny, powiedzmy, ze jest natadowany fermion reprezentuje te grupe.

Grupa SU(2) to grupa symetrii oddziatywan stabych.
,2” oznacza ,pary” , fermiony sg w parach; ,S” specjalna,

zachowana wielkos¢ — staby izospin, a reprezentantami grupy jest
para oddziatujgcych stabo fermionow — elektron i jego neutrino

Grupa SU(3) to grupa symetrii oddziatywan silnych, zwigzanych z
kolorem.

,3” oznacza ,tryplety” , fermiony sg w trojkach,

zachowana wielkos¢ — kolor, reprezentacja grupy to trojka
kolorowo natadowanych fermionow, czyli kwark.

jedng teorie wyjasniajgcg wszystkie efekty —-Model Standardowy

elektron)

2 fermiony: ( ,
neutrino

3bozony: (Z°, Wt ,W™)

kwark red

3 fermiony: ( kwark blue
kwark green

|

8 bozondéw: (kolorowe gluony)

Z symetrii cechowania (gauge) wynika zachowany tadunek: elektryczny, izospin, kolorowy
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Rozwazmy symetrie kwadratu:

Wybrane aspekty teorii grup — symetria dyskretna

« obrot o m/2 wzg. srodka pozostawia kwadrat w stanie 3 =
niezmienionym:
R, Ry R3
v’ Istniejg trzy nietrywialne obroty i jeden neutralny. :
« Kwadrat rowniez nie zmieni sie, przy odbiciach S EEREEEEELL
(transformaciji parzystosci przestrzennej). i
. ’ . };D Pl pQ P3
Kwadrat ma 8 transformacji, ktére twoarzg grupe dihedralng
(W|e|0katy) D4 — {e, Rl,Rz, R3,P0,P2,P3}
e Ry Ry Ry Fy P P Py
Kazde dwie transformacje tworza nowy ¢ | e I Ry Ry R P B P
element grupy, P Ri|Ri Ry Ry3 e P35 R P P
— Ry|Ry R3 e Ry Pb Py P P
= tablice mnozenia (czyli dodawania g1 | g 2 — Ri|R: ¢ R R P, P, P D
. . 92 | 9192 9292
kolejnych obrotéw) Ry ;R = R3z/2 _ _ Ph|Ph P P P e Ry Ry Rj
: PP P P3; Fy R: - Ry R
(elementy komutujg?): o I
PP P Py P Ry Ry e Ry
PR\ P By PP P R Ryy Ry €
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« Celem wprowadzenia grup w fizyce jest opis symetrii.
» Jakie obiekty mogtyby by¢ uzyteczne:

- obiekt, na ktorym wykonuje sie przeksztatcenie

- przeksztatcenie

« Element grupy to pojedyncza transformacja.

v" Elementem grupy D, sg obroty R; i odbicia P; (8 elementow).
v' Elementem grupy jest przesuniecie uktadu w przestrzeni lub czasie
v' Elementem grupy jest transformacja Lorentza.

« Reprezentacja grupy to matematyczny zapis (np. w postaci macierzy) elementow grupy.
« Uzytecznos¢ grup fizyce wymaga, aby spetniaty one pewne matematyczne wymagania...

« Grupy powinny mie¢ dobrze okreslong algebre.
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Reprezentacje

» Jak mozna zapisa¢ symetrie grupy D, w postaci macierzy?
Dziatamy na punkty w 2D, czyli na element (a, b).

« Zatem najprostsza reprezentacja to macierze 2 X 2, np:

E:(; ?) Rl:(_Dl é) i (_Dl _01) Rg:('i —Ul) sprawc'i”zam\.

b
I

[Aal =5

« Punkt x = (a, b) transformuje sie jak: X' = R; - x
Reprezentacja grupy jest to sposob, w ktory mozna zapisac abstrakcyjng grupe w postaci

macierzy, operatora lub funkcji.

Reprezentacja grupy to przypisanie kazdemu elementowi grupy macierzy, operatora, etc., tak,
aby dziatanie grupy odpowiadato mnozeniu macierzy.
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Jak mozna inaczej zapisa¢ symetrie grupy D, w postaci macierzy?

- Macierz obrotu wektora na ptaszczyznie ,klasycznie”: R(a) = [COS @ —sin 0‘]

Ssin cos

« Punkty w 2D ktadziemy na ptaszczyzng zespolona.

* Obrot jest mnozeniem przez liczbe zespolong o module 1, a odbicie jest sprzezeniem zespolonym.

2TT
e =1, R1 = ei”/z, RZ = eiTl," RS — eiBT[/Z Rn(“) — [eln (.)27t
0 e 'm

« Podgrupy obrotéw: Z, = {e,R{,R,, R3 } lub Z, = {e, R, } mozemy reprezentowac liczbami
zespolonymi.

« Jaki jest ,zysk” zapisu w postaci zespolonej?

|ldeg tych zabiegow jest pomyst, ze ,zapominamy” o rzeczywistym kwadracie, a zostawiamy
jedynie reprezentacje i ogolne witasnosci grupy.
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Grupa jest zbiorem elementdow i okreslonym na niej dziataniem matematycznym (np. mnozeniem),
przy czym spetnione sg warunki:
« kacznosé — dla wszystkich elementow g; grupy zachodzi: (g192)93 = 91(9293)-

- Wewnetrznos¢ — dla elementow grupy g; € G, g;g; € G, czyli ztozenie dwoch symetrii tez daje
element nalezgcy do grupy

+ Istnieje element neutralny grupy e, taki, ze: eg = ge = g, dla dowolnego g.

- Odwracalnos¢ - dla kazdego g € G isnieje element odwrotny g1, taki, ze g71g = gg~! = e, czyli,

ze symetria moze zosta¢ odwrocona do poczgtkowego stanu.

Dodatkowo:

v gdy 9,9, = 9,9, dla kazdych g, g, € G grupe nazywamy Abelowg
(przemienng), a dziatanie matematyczne komutuje,

v gdy 919, # 9,91, grupa jest nieabelowa, a dziatanie nie komutuije.

Niels Henrik Abel (1802-1829)
—norweski matematyk
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Grupa dihedralna D,, przy n — oo daje symetrie okregu — 2-wymiarowg
(2d na ptaszczyznie) ortogonalng grupe O(2).
« Tablice mnozenia:

| R(6) P(¢2) R(6) | 6 < 0,2r o) | ¢ € [0,2m)
R(6; +th) Ploy—06y)

P(¢1+62) R(p1 — ¢2)

R(04)
P(#1)

« Elementy reprezentacji nie komutujg: R(8)P(¢p) + P(¢p)R(O) ?

» Grupa ortogonalna O(2) moze bycC reprezentowana przez macierze 2x2 dziatajgce na dowolny
punkt okregu (a, b):

cosf)  sinf | —COSO —sin @
R(#) = : P(¢) = '_ -
—sinf  cosf —sing  cos @

» Czy w fizyce sg jakies$ specjalne warunki dotyczgce rodzaju macierzy, ktére reprezentujg zachodzgce procesy?
« Obie macierze spetniajg warunek MMT = 1, a ile wynosi det M?
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Grupa U(1):

« Elementem grupy U(1) jest np. liczba zespolona: z =% , 6 € R. -1

» Grupa U(1) to grupa jednostkowych macierzy 1x1, zbiér liczb zespolonych o module
=1 (okrag jednostkowy na ptaszczyznie zespolonej)

» Grupa U(1) jest abelowa z;z, = z,2,
* Grupa U(1) ma jeden parametr.

« Grupa U(1) opisuje symetrie cechowania pola elektromagnetycznego z zasadg
zachowania tadunku (WdMS).

10
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Reprezentacja grupy U(1): D(8) = e'?.

Pole i (z rownania Diraca) jest przemnozone przez: i — 9 y

Grupa U(1) opisuje lokalng symetrie cechowania pola elektromagnetycznego z
zasadg zachowania tadunku.

Pole spinorowe 1(x) — symetrii cechowania: | ¥(x) = @ () | ——

~ZWykta” pochodna 9,y jest zastgpiona® pochodng kowariantng D, = 9, + ieA,,.
* aﬂ(f—’mm"ﬁ’) i (0¥ + 1(0,a)0)

Pole A, transformuje sie jak: A, - A, — iaua(x) i wtedy pochodna pola transformuje
sie jak pole

D#lp Se ia(x)DMl/)

Lokalna symetria cechowania U(1) wprowadza pole, oddziatywanie elektronu z polem A, oraz
zapewnia zachowanie tadunku elektrycznego.

11
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W HEP ciekawe sg grupy ciggte ze specjalng algebrg — algebrg Lie:
Lie algebra: A Lie algebra g is a vector-space over some field F' (real R or complex numbers C
with a bilinear Lie bracket operation |-, -] : g X g — g satisfying
1. Alternativity: [X,X]| =0 for all X € g.
2. Anti-commutativity: [ X,Y] = —]Y, X]| for all XY € g.
3. Bilinearity: [aX +bY, Z] = o[ X, Z] + b)Y, Z] for all X|Y.Z € g and a,b € F.
4. Jacobi identity: [X,[Y,Z||+ [V.[Z. X]|+ [Z,[X, Y]] =0.

1930 E.Wigner wskazuje zwigzek czgstek elementarnych ze strukturg
grupy Lie i algebrg Lie.

Elementy ciggtej grupy Lie powstajg poprzez pewng operacje na sobie.

Czastki (stany kwantowe) pochodzg z nieredukowalnych reprezentacji ) _\
grupy Lie, a ich wiasnosci (masy, spektra) zwigzane sg z grupami Lie | i e . HL;!@
symetriami natury. o Fo L

https://en.wikipedia.org/wiki
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e Grupa Lie jest rozmaitoscig rozniczkowg — jesli mozna okresli¢ infinitezymalne mate przeksztatcenie, to
umiemy zbudowacd z niego wszystkie elementy grupy. Np z obrotu o 1° zrobimy: R(45°) = R(1°)%

* Grupy unitarne sg grupami Liego.

* Grupy Lie zapisuje sie przy uzyciu specjalnych funkcji zwanych generatorami:

A = eigAvA Ja - generatory grupy, _ )
vA - Wektor parametro’w ? przestrzenle dualne gAv ?

gav2 to kombinacja przeksztatcen, np.: dla SO(3) g v? = Gxy(@) + gxz(B) + g,,(y) to obroty o

a, B,y wzgledem ptfaszczyzn xy, xz, yz
* Obroty w 3D to elementy grupy SO(3), a jak znalez¢ generatory tej grupy?

. . 1. 2 1, 3
R,,(0) = e'972% = [ +ig,,0 + Z(lgyze) + i(tgyze) + -

1 0 0
R,,(0) = [0 cos® sinf|=--

0 -—sin@ cos6 15
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o module 1.

v U(1) jest grupg abelowa.

v Dowolny element grupy U(1) moze by¢ zapisany jako: a = exp(8), 0 € [0,2m)

v’ Reprezentacja U(1) parametryzowana jest jedna liczbg q: D, (e?) = €'99,¢'97 € U(1)

« W fizyce dziatanie w grupie U(1) oznacza przemnozenie stanu przez faze 94,

* Grupa U(1) majeden generator T = q

Y > P = ey

]

parametr grupy, odpowiadajacy generator grupy \

Grupa U(1) to najprostsza grupa Lie’go, sktada sie z unitarnych macierzy 1x1, czyli jest to zbidr liczb zespolonych

Reprezentacja grupy U(1):
D(6) = e'?.

Reprezentacja grupy Lie:

A

A = el94?

\

za przeksztatcenie, symetrie w (tadunek)
grupie — jaki?

16
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* Transformacja cechowania w oddziatywaniu elektromagnetycznym polega na zmianie pochodnej i wprowadzeniu
pola cechowania A, (foton — pole elm):

d, > D, =0, +iqA,
1
A,(x) > A,(x) — Eaﬂa(x)
* Pochodna kowariantna D, dziata na pola:
Dy = (0, +iqA )Y
dzieki temu poprawnie dziata na nie lokalna transformacja cechowania:

Dy (x) — e DD (x)

* Transformacja pdl (po wprowadzeniu pochodnej kowariantnej i pola cechowania) jest identyczna jak dziatanie
generatora grupy U(1)

wewnetrzna symetria grupy U(1) jest tozsama z lokalng transformacjg cechowania w
elektromagnetyzmie — czy sg inne grupy opisujgce pozostate oddziatywania?
Dzieki mozna by byto znalez¢ bozony posredniczgce w pozostatych dwdch oddziatywaniach.

17
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e Grupa unitarnych macierzy 2 X 2 z jednostkowym wyznacznikiem (grupa Liego).
* W MS oddziatywania stabe majg symetrie grupy SU(2).
» Doktadniej — lewoskretne fermiony podlegajg symetrii grupy SU(2); jako dublety:

b=(2),  t=(a),

czyli neutrino przeksztatca sie (obraca) na elektron (z emisjg W),

fermiony prawoskretne nie sg ,,zauwazane” przez oddziatywania stabe.

Elektron i neutrino sg zwigzane symetrig grupy SU(2), poprzez oddziatywania stabe, czyli emisje W.

L' = generator L

18
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* Kazdy element grupy SU(2) mozna zapisac¢ jako: U = e ,

6% - parametry transformacji (katy), T - generatory SU(2), np. w postaci macierzy Pauliego T¢ =

-l [ B

% :na ra
 Dublet L = (ef) transformuje sie, jak L = e?" 7" L, a mozna rozwinaé: L — (I +i0%T% + --+)L
L

y
np.dla T3 mamy: U = e'2% i przeksztatcimy wektor ¢ = (zl):
2

9/2 ei0/2 4
Uy = [el 0 ]
0 6—19/2 l@/zlp

v
dublet L = (e‘i) zostat obrécony w wewnetrznej, abstrakcyjnej symetrii grupy,
L

1
-0
2

a

19
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Grupa SU(2) - rola generatorow

v’ przepis na obrot (symetrie): [ U = o027

v' dla g3 najprosciej?

Ul/) [eiH/Z 0
- ~i0/2 = 0 1
Lo ), = a00(§) +b6@) (3)
03
v’ dla gyi 0, jeszcze mnie intuicyjne. ol
R\
ama @
L el TL = (I +i09T% + )L o (P

v
dublet L = (ei) zostat obrécony w wewnetrznej, abstrakcyjnej
L

symetrii grupy,

* oddziatywania stabe powodujg zmiane
(obrét) wewnatrz dubletu, ale dopiero
emisja W powoduje zmiane czastki

* lewoskretne fermiony sie mieszajg, jedno zamienia sie w drugie,
e elektron i neutrino nalezg tej samej struktury matematycznej
(dubletu), ,,obracaja sie”,

20
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Grupa SU(3)

e Grupa SU(3), to grupa unitarnych macierzy 3 X 3 z jednostkowym wyznacznikiem.
* W MS oznacza transformacje pomiedzy trzema stanami, np. kwarkowymi (red, green, blue) — grupa SU(3).
« Symetria SU(3). opisuje ,rotacje” pomiedzy kolorowymi stanami kwarkowymi.

* Generatory grupy SU(3) . powinny mie¢ zwigzek z gluonami — no$nikami oddziatywan silnych.

* Generatory — np. macierze Gell-Manna (pomnozone przez h/2) (grupa Lie).

f010 fo—so leU
1 1 1
T =2 =51 00 2=5 |71 0 0 3=5 (0 -1 0
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ﬁ001 ﬁoo—; rooo
1
'T4:§UUU TE.:;UU 0 TG—EUUI.
1 0 0 “\i 0 0 01 0
ﬁ000 rlUU
1
T-=—0 0 —i Ty = 01 0
=35 ? SQ_ﬂ
0 i 0 0 0 =2

= 21
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Kwarki wystepuja w trzech kolorach (sg trypletami koloru):

dr
dp

Transformujg sie jako: g = U(x)q, U(x) € SU(3).

Jest 8 generatoréw, zatem 8 gluonow:

Gluony sg kolorowe i oddziatujg ze soba.

Na wzor elm wprowadzane s3 pola cechowania D, = 0, +1ig:G, T"

Grupa SU(3) jest nieabelowa

22
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Grupa SU(3) — rotacje pomiedzy kwarkami

1
e Kazdy stan kwarkowy zapiszmy w postaci: g = | 0
0

0 1 0
e Zadziatajmy macierzg Gell-Manna: M=11 0 o0
0 0 O

L (0 1 0\ /1 . [0 .
T'q,==|1 0 0] |0)==(1]==
"2lg 0 o) \o) 2o 27

czyli generator T; zamienia czes¢ czerwonego kwarka na zielony....

Oznacza to wymiane gluonu 7g (gsg4)

o

green

green-

green antiblue
gluon

HyperPhysics

lue

23
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