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» Model Standardowy opiera sie na Kwantowej Teorii Pola (QFT).

= Zarowno w mechanice klasycznej, jak i QFT w opisie dynamiki uktadu pomocna jest funkcja
Lagrange’a (tzw. Lagranzjan)

Mechanika klasyczna:

. : = - dv . . : Ce e : ,
 Rownanie ruchu: F = ma = m— wyprowadzi¢ mozna znajgc lagranzian i rownania Eulera-Lagrange’a.
« Dla sit zachowawczych mamy: F = =V U.

« Lagrazian to funkcja uogolnionych wspotrzednych g; i ich pochodnych czasowych g;

« Lagranzian to réznica energii kinetycznej i potencjalnej:

L(qil CIL) =T-U ‘CO O_E’Lsuje

O

* Roéwnania Eulera-Lagrange’a: ' '

— 4(2)_2

dt\aq;) 9dq;
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Funkcja Lagrange’a

Przyktady (rownania E-L we wspotrzednych uogoélnionych), wyznaczy¢ rownania ruchu :

Ruch jednej czgstki w polu o energii potencjalnej U(7), q; = {x,y,z,x,y, Z}

Ruch wahadta matematycznego (energia kinetyczna i potencjalna jako funkcje q; = 9)

zastosowac rownania E-L
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Zasada Hamiltona (zasada najmniejszego dziatania):
* opis uktadéw dynamicznych z wykorzystaniem analizy wariacyjne;.

» zastosowanie w mechanice klasycznej i teorii pola.

Ruch ukfadu fizycznego odbywa sie w taki sposdb, ze catkowita wartos¢
dziatania S, zdefiniowanego jako catka z funkcji Lagrange’a, przyjmuje
wartos¢ ekstremalng (najczesciej minimalng).

)
5= | Lawdn 0t s
1 —_— = O
5q;(t)

zasada najmniejszego dziatania

wiki/Hamiltonprinciple


https://en.wikipedia.org/wiki/Hamilton%27s_principle
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e Zasada Hamiltona (w wiekszosci zastosowan, ktére nas tu interesuja) jest rownowazna réwnaniom Eulera-
Lagrange’a (N punktéw materialnych, k wiezow, n = 3N — k stopni swobody, czyli n réwnan rézniczkowych 2-

go rzedu :
d(oL\_ oL _. . _ ..
dr \aq; 5qi_ ,1=12,...,n

* Jest jednak czasem wygodniejsza — zamiast n rdwnan rézniczkowych 2-go rzedu, mamy 2n réwnan 1-go rzedu.

* Wprowadzamy pedy uogdlnione:

_ aL(qU Cii; t) i

=12, ..,n
dq;

Pi

e Definiujemy funkcje Hamiltona:

n
H = ZCB p; — L(q; g;,t)
i=1
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 Rdéwnania Hamiltona jest to uktad 2n rownan rdozniczkowych pierwszego rzedu:

. _OH L 0H .
ql_apl ’ pl_ aql )

i=1,2,..,n

* Rownania te nazywane tez sg rownaniami kanonicznymi

* Hamiltonian jest czesto (gdy wspotrzedne uogdlnione nie zalezg jawnie od czasu)
suma energii kinetycznej i potencjalnej: H = T + V (pokazac)

Przyktad:
Rozpatrz ruch punktu materialnego w polu sit potencjalnych, napisz Hamiltonian, dziatanie i
wyprowadz rownania ruchu
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Hamiltonian jest czesto (gdy wspotrzedne uogdlnione nie zalezg jawnie od czasu) suma energii kinetycznej i
potencjalnej: H = T + V (pokazac)

Rozpatrz ruch punktu materialnego w polu sit potencjalnych, napisz Hamiltonian, dziatanie i
wyprowadz réwnania ruchu.
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Rownania Hamiltona w mechanice kwantowej nazywaja sie .... rownaniem Schrodingera:

2
H=T+V g=P vy
> V(@)

* wprowadzany operatory energii i pedu: 0 . 0

p=—1ha, E=lh§

* Zatem catkowita energia czastki E = T + V zapisana jest jako:

oY (X, t) h? 92¥ (%, t) ih?a_f —

a7 T + V(X OV (X, t)

ih

* Rozwigzanie R.S. W (X, t) zawiera petng informacje o stanie kwantowym.

* Funkcja falowa nie ma interpretacji fizycznej, ale jej kwadrat modutu |¥ (¥, t)|? okresdla gestos¢

prawdopodobienstwa znalezienia czgstki w danym miejscu i czasie.

* Rdéwnanie ciggtosci — zasada zachowania prawdopodobienistwa

(

2

h 2
——V2+V

2m

(:c)) w‘

10
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Rownanie Schrodingera — rownanie ciggtosci

gestosci prawdopodobienstwa:

p(,t) =P P = |¥(X,t)|?

prad prawdopodobienstwa:

7= (@rvw — @y

2mi

Rownanie ciggtosci — zasada zachowania prawdopodobienistwa:

dp ,
4 V-7=0
ot TV

Zmiana gestosci prawdopodobienstwa jest mozliwa, gdy mamy ,wyptyw” prawdopodobienstwa

Te same rachunki wykonamy dla réwnania Kleina-Gordona i Diraca

12
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Rownanie Schrodingera — rownanie ciggtosci

L0
ﬂiat_
L Ot
Ihﬁt_

Pomndzmy pierwsze rownanie przez ¥*, a drugie przez 1, i odejmijmy:

Lewa strone mozna zapisac jako zﬁ%(wjﬁ), a prawa jako —V - j. Ostatecznie otrzymujemy:

L
il
ot

ﬁ2

— V% + V.
2m

hﬂ 2 1% *
%V v+ V.

hﬂ
) — % ('?,L’*Vz'l,b ¢V2¢*) )

FV-j=0.

13
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 MS jest opisywany przez rownania relatywistyczne.
* Obiekty MS opisywane sg w 4-wymiarowej przestrzeni.
- wektor kontrawariantny (def): x¥ = (xo,xl,xz,xg)

- kowariantny tensor metryczny (def):

1 0 O 0
_{o -10 o0
Jw=10o 0-1 o
O 0 0 -1
- wektor kowariantny:  x, = g, x¥ == (x°,—x', —x?, —x?)

* lloczyn skalarny czterowektorow:
— | Z—
X -y =gu xty’ =xty,

Model Standardowy - A. Obtgkowska-Mucha - AGH

]

14



agh.edu.pl

D

UCZELNIA
il

Transformacja Lorentza

Transformacja Lorentza jest to takie przeksztatcenie,
ktore nie zmienia iloczynu skalarnego czterowektorow

Model Standardowy - A. Obtgkowska-Mucha - AGH

15
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= W QFT zamiast czgstek mamy pola, ktérych wzbudzenia
interpretujemy jako czastki.

» Pola sg ciggtymi funkcjami wsptrzednych czasoprzestrzennych x*.

= W QFT wprowadza sie gestos¢ lagranzianu- to funkcja pol i
pochodnych pal:

L(q;, 4;) = L(¢p;(xH), 0, ;) > (zad) <
? (zad®

» (Gestosc¢ lagranzjanu jest zdefiniowana dla punktu w
czasoprzestrzeni.

/Niezbednik relatywistyczny: \

- xH = (x% %) = (ct,x,y,2)

x, = (x° —%) = (ct,—x, -y, —z)

= Jesli L (lagtanzjan) okreslimy jako energie, skalar opisujgcy caty
uktad, to gestosc¢ Lagranzjanu L okresla energig na jednostke
objetosci

2 * W jaki sposdb transformujg sie pochodne czterowektoréw,
L= | Ld°x jako wektory ko- czy kontrawariantne?

16
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* Pole ¢(x*) w kazdym punkcie czasoprzestrzeni powinno sie transformowac wzg. transformacji

Lorentza (TL) jak: skalar lub wektor lub tensor.

xH = (XO, Xl, XZ,XB) xlﬂ — (xIO’ xll, xlz, xlB)

\/

ten sam punkt czasoprzestrzeni - ¢p(x*) = ¢'(x'H)

* Rozwazmy teraz matg zmiane pola ¢(x*):

— T dxH
do Gx“dx

powinna by¢ niezmiennicza wzgl. TL (Lorentz Inwariant — LI)

dx" jest 4-wektorem kontrawariantnym,
jakim zatem wektorem powinno byc ¢ 77

Model Standardowy - A. Obtgkowska-Mucha - AGH

n

uwaga: wspotrzedne ,,
sie zawsze do uktadu po
przeksztatceniu. np. TL lub
symetrii gauge

odnoszg

17
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O t hodnych (4-gradienty): _0_10 6“=i:1£—
peratory pochodnych (4-gradienty): d, = Eyohe E&’V = axﬂ cot’
transformujg sie jak: , Ny
d,— 0", =A""),0, OF — 'H = A, OH
odwrotna TL TL a
di\e\N’a“e‘
« Jesli zatem ¢(x*) jest funkcjg skalarng, to pochodne: (\‘\65\)

0p  (10¢ B op (19 _ \ _
ﬁ—(m'v¢>=au¢ a—<c ot V¢>—"’“¢
/ /

kowariantny 4-wektor kontrawariantny 4-wektor

, _ . _ 1 97 2
+ Operator ’Alamberta: O = gH/oH 0% =0 ,0% = o — V

- rowniez jest niezmiennikiem TL

Model Standardowy - A. Obtgkowska-Mucha - AGH

18
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Gestosc¢ lagranzjanu

= W QFT ,wystarczy” podac¢ odpowiedni lagranzjan i mamy dobrg teorie dla zadanych pal.

Podobnie, jak w mechanice klasycznej, zasada minimalnego dziatania prowadzi do réwnan
typu Eulera — Lagrange’a, czyli rownan pola

3 ( 0L >_ 0L 0
g a(au‘Pi) 0d;

19
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Przyktad: swobodna (nie oddziatujgca) czgstka skalarna (spin 0) o masie m
opisana jest przez pole skalarne ¢ i gestosc lagrangianu L:

1 1
Ls =3 (8,9)(0H ) — §m2¢2

Jakie réwnanie dostaniemy z rownan Eulera — Lagrange’a?

( Niezbednik: \

Jak rozumie¢ zapis (9, ¢)(0%¢$)?
Stosowana jest tzw. konwencja sumowania po powtarzajgcych
sie wskaznikach, czyli *:

(8,0)(0%¢) = (Bo) (B ) — (019)(018) — (0,0)(9,0) — (35)(330)

N

* powtorka z relatywistyki w zapisie kowariantnym 20
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Przykfad: swobodna (nie oddziatujgca) czgstka skalarna (spin 0) o masie m
opisana jest przez pole skalarne ¢ i gestosc lagrangianu L:

1 1
Ly =5 (3u9)(@49) — 5 m?ep?

Jakie réwnanie dostaniemy z rownan Eulera — Lagrange’a?

..... (dokonczyc)...

“z Vs

rownanie Kleina-Gordona

‘¢

Zadanie: Zapisac rownanie Kleina-Gordona we
wspotrzednych sferycznych, a nastepnie pokazac, ze funkcja

-7/R

(tzw. potencjat Yukawy) W(r) = fTOr e , gdzie go,R =

1 N . : ) ,
— to state, jest jego rozwigzaniem. Jak zinterpretowaé W(r)
dlam=20?

21
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( (anb ))‘jcfi:

= £ (060,6 — m"$)

2

96 = —m ¢
oL ,

arg)

au ((5—»[:) — aﬁ(nﬂyaﬂ@t’) = ??“”5#5;;@’)

0(9"9)

wyprowadzenie

_

MJJJ cb Pole skalarne— L

-

" 8,0,¢6 — m*¢p = 0

v 52 2
0=0"0, = 1" 0,0, = 55~V

(O m*)p=0

rownanie Kleina-Gordona:

dla m = 0 staje sie rownaniem falowym i opisuje pole
elektromagnetyczne

dla m # 0 opisuje swobodng czgstke o spinie 0, czton
masowy oznacza np. pole Higgsa

22


https://www.sas.rochester.edu/pas/assets/pdf/undergraduate/the_free_klein_gordon_field_theory.pdf
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» Pole swobodnej czgstki wektorowej (o spinie 1, np. fotonu) opisane jest przez
czterowektor A* i gestosc lagrangianu:

1 1
Lproca = =7 (0*AY — 0" AM)(9,4, — 8,4,) + EmzA"AV

= Definiujemy tzw. tensor elektromagnetyczny F*V = (9*AY — 0¥ A*) i zapisujemy:

1 uv 1 2 AV
LP“’“‘:_ZF F,N+§mA A,

= Ardwnania pola wyglgdajg tak:
OFFHY +m24Y =0

= Jak mamy do czynienia np. z fotonem (m = 0), to powinny z tego wyjsS¢ rownania
Maxwella...
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= Gdy: AE = (¢, 4)
Ay = (6, —A)
FEV = gHAY — 9V AF
F, =0,A, —0,A,

agh.edu.pl

» WyznaczyC elementy tensora elektromagnetycznego:

. 0B . i

FHY VXE-l—E:O :"> E:-qu—aa—';1
uv . S S
F& B v.B=o0 B=vxA4

= Napisac pole wektorowe Proca dla m = 0.

26
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