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* Wszystkie wspotfczesne proby odnalezienia praw natury postuguja sie pojeciem
symetrii.

* Symetria jest opisana matematycznie przez grupy, ktére czesto majg o
,Zakodowanych” nazwach.

Model Standardowy ma symetrie grupy cechowania: U(1) x SU(2) x SU(3),
a wtasciwie U(1), x SU(2), x SU(3).
» Kazda ciggta symetria praw fizyki, czyli taka, ktéra nie zmienia:
v" réwnan ruchu,

v' dziatania

jest zwigzana z zachowang wartoscia: ped, energia, moment pedu, tadunek.
* Praw zachowania jest tyle, ile niezaleznych parametrdow (lub generatoréw) grupy.
* Symetrie dyskretne niekoniecznie generujg prawa zachowania:

v’ inwersja wspoétrzednych (parzysto$¢ przestrzenna) — tak

v inwersja w czasie - nie

1918 - Prawo Emmy Noether (1882-1935)

Invariante Variationsprobleme.
(F. Klein zum fiinfzigjihrigen Doktorjubildnm.)
Von
Emmy Noether in Gottingen.

Vorgelegt-von F. Klein in der Sitzung vom 26. Juli 19181).

Es handelt sich um Variationsprobleme, die eine kontinuier-
liche Gruppe (im Lieschen Sinne) gestatten; die daraus sich er-
gebenden Folgerungen fiir die zugehirigen Differentialgleichungen
finden ihren allgemeinsten Ausdruck in den in § 1 formulierten,
in den folgenden Paragraphen bewiesenen Sitzen. Uber diese aus
Variationsproblemen entspringenden Differentialgleichungen lassen
sich viel priizisere Aussagen machen als fiber beliebige, eine Gruppe
gestattende Differentialgleichungen, die den Gegenstand der Lieschen
Untersuchungen bilden. Das folgende bernht also anf einer Verbin-
dung der Methoden der formalen Variationsrechnung mit denen der
Lieschen Gruppentheorie. Fiir spezielle Gruppen und Variations-
probleme ist diese Verbindung der Methoden nicht nen; ich er-
withne Hamel und Herglotz fiir spezielle endliche, Lorentz und
woine Schifiler (z. B.-Fokker), Weyl und Klein fiir spezielle unend-
liche Giruppen®). Imsbesondere sind die zweite Kleinsche Note und
die vorliegenden Ausfilhrungen gegenseitig durch einander beein-

1) Die endgiltige Fassung des Manuskriptes wurde erst Ende September
eingereicht, .

2) Hamel: Math. Ann, Bd. 59 und Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. 50.
Herglotz: Ann. d. Phys. (4) Bd. 86, bes, § 9, 8, 511, Fokker, Verslag d. Amster-
damer Akad., 27./1. 1917. Fur die weitere Litteratur vergl. die zweite Note von
Klein: Gottinger Nachrichten 19. Juli 1918.

In einer eben erschienenen Arbeit von Kneser (Math. Zeitschrift Bd. 2) handelt
es sich um Aufstellung von Invarianten mach &hnlicher Methode.

Egl. Ges. d, Wiss. KFachrichten. Math.-phys. Elasse., 1918, Heft 2. 17
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* Symetrie statyczne — obracam kwadrat i nie ma zmiany

* Symetrie dynamiczne — zmieniam lagrazjan i nie ma zmiany, tzn. L = L' = L. Lagranzjan musi sie sktada¢ z obiektow,
ktdre sg niezmiennicze, np.

L=A+B
A=A"=A
B=B'"=B

AB = A'B' = AB

dobrymi kandydatami s3: skalary, czyli rowniez iloczyny skalarne A-B

« Symetrie globalne « Symetrie lokalne * Symetrie dyskretne * Symetrie ciggte
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https://www.youtube.com/watch?app=desktop&v=IlqVo3sJFLE
https://www.researchgate.net/publication/254826052_Holography_does_not_account_for_goodness_A_critical_review_of_Van_der_Helm_and_Leeuwenberg_1996/citation/download?_tp=eyJjb250ZXh0Ijp7ImZpcnN0UGFnZSI6InB1YmxpY2F0aW9uIiwicGFnZSI6Il9kaXJlY3QifX0
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AGH | AN

,1” oznacza ,singlety” czyli np. elektron (fermion):

zachowana wielkos¢ — tadunek elektryczny

e Grupa SU(2) to grupa symetrii oddziatywan stabych.
,2” oznacza ,pary” , fermiony sg w parach; ,S” specjalna:

zachowana wielkos¢ — staby izospin

e Grupa SU(3) to grupa symetrii oddziatywan silnych, zwigzanych z
kolorem.

,3” oznacza ,tryplety” , fermiony sg w tréjkach:

zachowana wielkosc - kolor

* Grupa U(1) to grupa symetrii oddziatywan elektromagnetycznych.

1 fermion: (elektron)
1 bozon: (foton)

elektron)

2 fermiony: ( .
neutrino

3bozony: (Z°, Wt W)

kwark red
3 fermiony: ( kwark blue >
kwark green

8 bozonow: (kolorowe gluony)

Z symetrii cechowania (gauge) wynika zachowany tadunek: elektryczny, izospin, kolorowy
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5;% Wybrane aspekty teorii grup — symetria dyskretna
Rozwazmy symetrie kwadratu:
T 3
. : 0 2 ?T 2
« obrot o m/2 wzg. srodka pozostawia kwadrat w stanie 3 D D =
niezmienionym:
R, Ry R3
v' Istniejg trzy nietrywialne obroty i jeden neutralny. :
« Kwadrat rowniez nie zmieni sie, przy odbiciach ol IRREREEEEE
(transformaciji parzystosci przestrzennej). i
. i , fljo Py Py P
Kwadrat ma 8 transformacji, ktore twoarzg grupe dihedralng
(W|e|0katy) D4 = {e, Rll Rz, R3, Po,Pz, P3}
e Ry Ry Ry By P P P
Kazde dwie transformacje tworza nowy e | e I Ry Ry R P P B
element grupy, a % Ri|Ri Ry R3 e P Py P P
— Ry|Ry Rs e Ry P, Py P P
= tablice mnozenia (czyli dodawania Jr| gL 9291 N RilR: ¢ Ri Ro P P Py P,
kolejnych obrotow) Ryy2Ry = Ranys ol Rl B|R P P Py e R R R
(elementy komutujg?): PP P P3 By Ry e R R
PP P Fh P Ry Ry e Ry
PR\ P P P P R Ry Ry e
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Reprezentacje

« Jak mozna zapisac¢ symetrie grupy D, w postaci macierzy?
Dziatamy na punkty w 2D, czyli na element (a, b).

« Zatem najprostsza reprezentacja to macierze 2 X 2, np:

E:(; ?) Rl:(_Dl é) i (_Dl _01) RFG —Ul) sprawc.i"zam\.

b
I

Al =4

« Punkt X = (a, b) transformuje sie jak: X' = R; - x
Reprezentacja grupy jest to sposob, w ktory mozna zapisac abstrakcyjng grupe w postaci
macierzy, operatora lub funkcji, ktore dziatajg w przestrzeni wektorowe;.

Reprezentacja grupy to przypisanie kazdemu elementowi grupy macierzy, operatora, etc., tak,
aby dziatanie grupy odpowiadato mnozeniu macierzy.
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Jak mozna zapisaC symetrie grupy D, w postaci macierzy?
« Dziatamy na punkty w 2D, czyli na element (a, b).

« Podgrupy obrotéw: Z, = {e,R{,R,, R3 } lub Z, = {e, R, } mozemy reprezentowac liczbami
zespolonymi:
e=1, Rl — eiT[/Z’ RZ — ein, R3 — ei37‘[/2

* Areprezentacje (zespolong) mozemy zapisac jako:

o = o O
- o O O
o O = O
o = o O
= o O O
_ a0 O =
Gy
I
=0 = O
= o O O
_ a0 O =
o o = O
&
I
= o o O
o B R s
o o = O
o = O O

0
1
0
0

[ B e

Ildeg tych zabiegow jest pomyst, ze ,zapominamy” o rzeczywistym kwadracie, a zostawiamy jedynie
reprezentacje i ogolne wtasnosci grupy.

Jak znajdziemy elementy nalezgce do danej grupy — bedziemy umieli je transformowac dzieki tym
macierzom
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B;% Wybrane aspekty teorii grup — symetria ciggta
Grupa dihedralna D,, przy n — oo daje symetrie okregu — 2-wymiarowa
(2d na ptaszczyznie) ortogonalng grupe O(2). obrét odbicie
« Tablice mnozenia: ‘ R(6h) P(és)
R(61) | R(64+62) Pl —0)
P(o1) | P(¢1+62) R(d1— ¢2)
() | 6 € [0,27) ¢) | ¢ € [0,2m)

» Elementy reprezentacji nie komutujg: R(8)P(¢) + P(¢p)R(O).

» Grupa ortogonalna O(2) moze byc¢ reprezentowana przez macierze 2x2 dziatajgce na dowolny
punkt okregu (a, b):

cosf)  sinf | —COSO —sin @
R(#) = : P(¢) = '_ .
—sinf  cosf —sing  cos @

« Obie macierze spetniajg warunek MMT = 1, a ile wynosi det M?

« Element grupy to pojedynczy obiekt nalezgcy do grupy.

v Elementem grupy D, sg obroty R; i odbicia P; (8 elementdw).
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Grupa to struktura algebraiczna, czyli zbior (np. liczb) z okreslonym dziataniem, ktére spetnia:

* tacznosé: (a * b) x ¢ = a * (b * c) dladowolnych a, b, ¢ z grupy.

grupie.
« Element odwrotny: Dla kazdego elementu a w grupie istnieje element a~! w grupie, taki ze a *
a ! = a! x a = e(gdzie e to element neutralny).

* Element neutralny: Istnieje element e w grupie, takizea * e = e * a = a dla kazdegoa w

Grupe nazywamy abelowg (przemienng), gdy dziatanie w niej okreslone jest przemienne:

a*b =D>bx*xa

grupy abelowe to m.in. grupy z dziataniem dodawanie lub mnozenie:

: : : . El.
Dziatanie neutralny wynik odwrotny Czy grupy omowione za poprzednich slajdach sa
S . . 5
dodawanie o 0 o oy grupami? A Ift(?re gr.upaml-abelowyml..
Do tego wtasnie stuzg tablice mnozenia
mnozenie = Xx-y,xy 1 x™ x~1
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« W HEP ciekawe sg grupy ciggte ze specjalng algebrg — algebrg Lie: >

* Grupa Liego to grupa ciggta, tzn. taka ze jej elementy mozna jednoznacznie opisac

za pomocg jednego lub wiekszej liczby parametréw rzeczywistych.

* Grupa Liego to np. zbior liczb zespolonych z(¢) = e'? , 0 module 1, z mnozeniem

jako dziataniem

1930 E.Wigner wskazat zwigzek czgstek elementarnych ze strukturg
grupy Lie i algebra Lie.

Elementy ciggtej grupy Lie powstajg poprzez pewng operacje na sobie.

Czastki (stany kwantowe) pochodzg z nieredukowalnych reprezentacji
grupy Lie, a ich wikasnosci (masy, spektra) zwigzane sg z grupami Lie i
symetriami natury.

w O

https://en.wikipédia.org/wiki
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e Grupa Lie jest rozmaitoscig rozniczkowg — jesli mozna okresli¢ infinitezymalne mate przeksztatcenie, to
umiemy zbudowac z niego wszystkie elementy grupy. Np z obrotu o 1° zrobimy: R(45°) = R(1°)*

* Grupy unitarne sg grupami Liego

* Grupy Lie zapisuje sie przy uzyciu specjalnych funkcji zwanych generatorami:

J4 - generatory grupy, ? przestrzenie dualne g,v4?
A

A = elgav”

v* - wektor parametrow

gav* to kombinacja przeksztatcen, np.: dla SO(3) gav? = gxy (@) + g2 (B) + g5, (¥) to obroty o

a, B,y wzgledem ptaszczyzn xy, xz, yz

* Obroty w 3D to elementy grupy SO(3), a jak znalez¢ generatory tej grupy?

. , 1. 2 1, 3
R,,(0) =e'9:® =1 +ig,,0 + i(lgyze) + i(tgyze) + -

Ryz(g) -

1 0 0
O cosf@ sinf|=--

0 -—sinf cos6 »
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* Grupa U(1) to najprostsza grupa Lie’go,

- jest to grupa unitarnych macierzy 1x1, z mnozeniem jako dziataniem

czyli jest to zbidr liczb zespolonych o module 1.

v U(1) jest grupg abelowa.

v dowolny element grupy U(1) moze by¢ zapisany jako: a = exp(i8), 6 € [0,2m) z z
v’ reprezentacja U(1) parametryzowana jest jedng liczbg q: D, (eie) = ¢4 194 ¢ (1),
v generator grupy, to element, ktorego potego generujg wszystkie elementy grupy,

v’ kazdy element aeU (1) moze by¢ zapisany jako a = (eie)n, 0 jest generatorem grupy U(1)

W fizyce dziatanie w grupie U(1) oznacza przemnozenie stanu przez faze e'94.

Y > P = ey

Grupa U(1) ma jeden generator T = 6
12
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* Transformacja cechowania w oddziatywaniu elektromagnetycznym polega na zmianie pochodnej i wprowadzeniu
pola cechowania 4,

d, > D, =0, +iqA,
1
A,(x) > A,(x) — 56ua(x)
* Pochodna kowariantna D, dziata na pola:
Dy = (0, +iqA )Y
dzieki temu poprawnie dziata na nie lokalna transformacja cechowania:
Dyp(x) = 190D, (x)

* Transformacja pdl (po wprowadzeniu pochodnej kowariantnej i pola cechowania) jest identyczna jak dziatanie
generatora grupy U(1), dlag = e.

wewnetrzna symetria grupy U(1) jest tozsama z lokalng transformacjg cechowania w
elektromagnetyzmie. Czy sg inne grupy opisujgce pozostate oddziatywania?
Dzieki mozna by byto znalez¢ bozony posredniczace w pozostatych dwoch oddziatywaniach.

13



agh.edu.pl

ulmJJ ;Q Reprezentacja grupy U(1)

AGH | AT

« Grupa U(1) zwigzana jest z obrotem (w przestrzeni zespolonej).
« Reprezentacja grupy U(1): D(8) = e'?.

« Pole y jest przemnozone przez: P — e'? i

» Grupa U(1) opisuje lokalng symetrie cechowania pola elektromagnetycznego z
zasadg zachowania tadunku.

. Pole spinorowe (x) — symetrii cechowania: | ¥(x) = e y(x)

 ,Zwykia” pochodna d,1 jest zastgpiona* pochodng kowariantng D, = 9, + ieA,.

* (")“(eiﬂu']?;l}) . e-in{d‘] ((f-)ﬂw 4 i(aﬁa)ﬂ))

- Pole A, transformuje sie jak: 4, > A, — iaua(x) | wtedy pochodna pola transformuje
sie jak pole

Dﬂl/} — eia(x)Dﬂl/}
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* Lagranzjan pola elektromagnetycznego (elektron + foton):

_ 1
L =y(iy*D, — m)p — —F,, FH

* Lokalna symetria U(1) prowadzi do zachowania pradu j* = yYyHp.

* Rownanie ciggtosci: 9,j# = 0.

* A zatem catkowity tadunek jest zachowany: Q = [ d*xj%(x)

4 *v
. 1
pozostaje niezmienniczy przy: D, - el“(x)Dulp A, - A, - Eaua(x)
P(x) - e P(x)

zapewnia zachowanie tadunku elektrycznego

Lokalna symetria cechowania U(1) wprowadza pole, oddziatywanie elektronu z polem A, oraz

15
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Reprezentacja grupy SU(N) to dziatanie D(U){ = Uij .

Zespolone pole o N- sktadnikach y; = (¥, ..., ¥ y) transformuje sie jako:

1/Ji—>1/11{=Uijl/Jj

Poszukajmy zatem tych pol!

16
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UEQ Grupa SU(2)

e Grupa unitarnych macierzy 2 X 2 z jednostkowym wyznacznikiem (grupa Liego).
* W MS oddziatywania stabe majg symetrie grupy SU(2).

» Doktadniej — lewoskretne fermiony sg elementami grupy SU(2); jako dublety:

L=(2),  r=(a),

czyli neutrino przeksztatca sie (obraca) na elektron (z emisjg W),

fermiony prawoskretne nie sg ,zauwazane” przez oddziatywania stabe.

Elektron i neutrino sg zwigzane symetrig grupy SU(2), poprzez oddziatywania stabe, czyli emisje W.

L' = generator L

17



agh.edu.pl

UEQ Grupa SU(2)

e Grupa unitarnych macierzy 2 X 2 z jednostkowym wyznacznikiem (grupa Liego).

e W MS o symetrii grupy SU(2) méwimy réwniez w przypadku izospinu: (p,n), (=, 7%, 1), (Z..)(A...)

* Kazdy element grupy SU(2) mozna zapisac jako: U = el04T*

0% - parametry transformacji (katy), T¢ - generatory SU(2), np. w postaci macierzy Pauliego T¢ = %0“

L o1 , [0 =] 5 1 0
gl O Bt A el A

ale uzywa sie bazy ztozonej z trzech innych macierzy (operatory drabinkowe, podwyzszania (obnizania):

Ti — T1 i lT2 T3

Ty [j.m) = ﬁ)\in |7, m £ 1) ° o ) o . .

T5 |4, m) = him|j.m) m=—j m—

18
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* Wrdéémy do lewoskretnych fermiony - elementéw grupy SU(2); :

(), -0

» Dublet L transformuije sie, jak L — ¢?“T" L, mozna rozwinaé: L —» (I + i%T% + ---)L

9
np. dla T3 mamy: U = e'2?% i przeksztatcimy wektor i = (¢1>:

[eie/z 1/J1

e—i@/Zl/)2

U = [eig/z e—?e/ZI I’Zﬂ

dublet L = (:‘3) zostat obrocony w wewnetrznej, abstrakcyjnej symetrii grupy,
L

* elementy sie mieszajg (oddziatujg poprzez wymiane bozonu W),

* elektron i neutrino sg dwoma elementami tej samej struktury matematycznej (dubletu)

* oddziatywania stabe powodujg zmiane (obrot) wewnatrz tej struktury, ale dopiero emisja
W powoduje zmiane czgstki

19
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Grupa SU(3)

Grupa unitarnych macierzy 3 X 3 z jednostkowym wyznacznikiem.
W MS oznacza transformacje pomiedzy trzema stanami, np. kwarkowymi (red, green, blue) — grupa SU(3).
Symetria SU(3) . opisuje ,rotacje” pomiedzy kolorowymi stanami kwarkowymi.

Generatory grupy SU(3) . powinny mieé zwigzek z gluonami — no$nikami oddziatywan silnych.

Generatory — np. macierze Gell-Manna A; (pomnozone przez h/Z) (grupa Lie), z bazg zawierajgca operatory
podwyzszania.

f010 fo—so rlDU
T =2 =51 00 2=5 |71 0 0 3=5 (0 -1 0
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ﬁ001 ﬁoo—; rooo
1
'T4:§UUU TE.:;UU 0 TG—EU'Dl.
1 0 0 “\i 0 0 01 0
ﬁ000 , 1 0 0
1
T-=—0 0 —i Ty = 01 0
=35 ? 82_\/5
0 i 0 0 0 =2

= 20



agh.edu.pl

AGH

“UJ D GrupasuE)

UCZELNIA
BADAWCZA

Kwarki wystepujg w trzech kolorach (sg trypletami koloru):

dr
dp

Transformuja sie jako: g —» U(x)q, U(x) € SU(3).

Jest 8 generatoréw, zatem 8 gluonow:

Gluony sg kolorowe i oddziatujg ze soba.

Na wzor elm wprowadzane sg pola cechowania D, = 0, +1ig:G,T"

Grupa SU(3) jest nieabelowa.

21
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Grupa SU(3) - rotacje pomiedzy kwarkami

AGH | BApAwezA
e Kazdy stan kwarkowy zapiszmy w postaci:
1 0 0
qr — 0 y 4g — 1 sy 4y — 0
0 0 1
e Zadziataj [ Gell-M :
adziatajmy macierzg Gell-Manna 0 1 0
M=11 0 0
0 0 O
T! - (1} é 8 (1) ! g !
dr — < — 5 =~ 549
2\0 0 o/ \o/ ?\o) 2

czyli generator T; zamienia czes¢ czerwonego kwarka na zielony....

Oznacza to wymiane gluonu 7°g (gr4)

green

green-

green antiblue
gluon

HyperPhysics

lue

22
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* MS ma symetrie flavourowg SU(3) (przyblizong, bo kwarki réznig sie masa): q=1\u
o] weu L S
®S e o]
quark triplet antiquark anti-triplet

* Najprostszg reprezentacjg symetrii SU(3) flavourowej sg multiplety hadronowe:

oA\ .&EI .&—l— .iﬂ—l— .ﬁ-l—
ol opt oyt oy eyt ¢Z0 o=+ 0 =+0 oS+
i"'iD _ED
ey — @EU ' 335 0T .E*D .i:— @ED .i—l— .i*— .i:—:c[l .i*—l—
o= o=l o)~ op eop0 eA2— e\~ oAl oAt
baryon octet baryon decuplet anti-baryon octet anti-baryon anti-decuplet
oV eKT

0’
o @g! egt

o/ oK~ e

meson singlet meson octet

23
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* Spin jest podstawowg wfasnoscig czastki, jak masa i tadunek.

* Spin jest parametrem kwantowym — jest wartosc¢ jest skwantowana s = n- h. Mozna go uwazac za
wewnetrzny moment pedu

* Eksperymentalne potwierdzenie spinu:

v’ Stern—Gerlach: rozszczepienie wigzki srebra w polu magnetycznym - dowdd na spin %
v’ Efekt Zeemana: rozszczepienie poziomdw energetycznych w atomie w obecnosci pola
magnetycznego

* Spin jest elementem grupy SU(2).

* Operatorem spinu sg macierze Pauliego (czyli spin jest obserwablg zwigzang z macierzami Pauliego),

* Wartosci wtasne — obserwowane wartosci spinu (xi/2). G- ﬁa
* Wektory wtasne — czysty stan spinowy w danym kierunku. 2
0 1 0 —i 1 0 h h h
= = = S = 3 S — &Yy Sz — S V=
= (3 5) w00 ) ==y %) .= 50, 5,= g0, o



agh.edu.pl

M b s

AGH | AAWE
* Spin jest elementem grupy SU(2).

* Operatorem spinu sg macierze Pauliego (czyli spin jest obserwablg zwigzang z macierzami Pauliego

s N h h )
S=§O- S.II — EJ:E’ S_y —_— ]

S:

h
¥) = s:[¢) 50:[¥) = s:l¢) o) = AlY)

Szukamy A i [¢0) = (g), tak by:

¢ )06

1 - 1n - (1} -

A = +1: wektor whasny (U) — spin "w gére” wzdtuz z, Wartosci whasne: A = =1, co odpowiada rzeczywistym wartosciom spinu:
0 h

A = —1: wektor wtasny 1]~ spin "w dot" wzdhuz z, 8, = :I:E
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Spin

Przestrzen spinowa dla fermionu oparta jest o baze:

pees(l)  w=p=()

Policzmy np. S, a = % ((1) _01) ((1)) = %&52 p = % ((1) _01) ((1)) - _%((1))

W wyniku pomiaru spinu dostaniemy wartos¢ wtasng odpowiedniego operatora spinu.

Stan spinowy czastki opisany jest ogdlnie jako dwuwymiarowy wektor:
a’+p2=1
!

v=(p)=alp)+£(y).

A skoro spin ma symetrie grupy SU(2), to: (ﬁ') =U(0) (g)

1
—i=0c

a U(0) to macierze 2x2 postaci U(f) = e

Transformacja U(8) przeksztatca (obraca o kat ) stan spinowy fermionu (spinor).

28
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Spin — obrot w SU(2)

Policzmy obrot stanu spinowego wokét osi z:

U,(0) =e 297 o, = ((1) —01)

e_ig 0 o—i0/2
U,(8) = < 9) U.(0)] 1) = ( 0

0 e 2

Spinor zmienit sie o globalng faze — niemierzalng, stan sie nie zmienit

Obrét wokdt osi z obraca spin w pfaszczyznie xy — efekt nie jest mierzalny

0 1\ (e 2
e?2]\0) 0

|¢I> — e iﬁfZl T>

)
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