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Ruch skutkiem dziatania sity

Przypominamy: ruch ciata spowodowany jest (nie-)dziataniem sity. Mozna

znalez¢ potozenie, predkosc i przyspieszenie ciata, jezeli znamy site, ktora

na ciato dziata.

= Do tej pory pokazano dwa przyktady:

* ruch ciata w polu sity ciezkosci *

Rozwigzujemy:

a(t) =g
v(t) =v,+at

1
x(t) = xy + vt + Eat2

5
[}

dv(t)
T T

F(# 3,t)

ruch ciata w polu sity ciezkosci z
oporem powietrza

A.Obtgkowska-Mucha



Sita harmoniczna

= Zatdzmy, ze chcemy opisac¢ ruch pod wptywem sity postaci:

I.  Jaka sytuacje fizyczng opisuje taka sita?

Jest to sita proporcjonalna do przemieszczenia i skierowana
przeciwnie do przemieszczenia — SILA HARMONICZNA

li. Napiszmy réwnania ruchu:

lii. Rozwigzmy réwnania ruchu:

iv. Zinterpretujmy rozwigzania.

dv etnia
m — = —kx .\
dt
d?x _ ok
m 5 = —kx

x(t) = Acos(wt + @)
v(t) = —Aw sin(wt + @)
a(t) = —Aw? cos(wt + @)

A- amplituda, w — czesto$¢, @ - faza poczatkowa
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Ruch harmoniczny - interpretacja

= Potozenie, predkoscC i przyspieszenie ciata sg okresowymi funkcjami czasu!

WA s
APPAPAIAR

Z.Kakol

= Ruch pod wptywem sity harmonicznej nazywamy ruchem harmonicznym.

Nie kazdy ruch okresowy jest ruchem harmonicznym.
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Ruch harmoniczny - interpretacja

= Potozenie, predkosc i przyspieszenie ciata sg okresowymi funkcjami czasu!

o g L
SWARL 5 WY fff Eiis o
E—--v=0 *ﬁ F=0 +Vnax -
g E R g
X=-A x=0 x=10

= Ruch pod wptywem sity harmonicznej nazywamy ruchem harmonicznym.

Nie kazdy ruch okresowy jest ruchem harmonicznym.
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Ruch drgajgcy w przyktadach

= QOscylator harmoniczny — masa zawieszona na sprezynie. Ruch masy m
spowodowany jest sitg sprezystosci sprezyny
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| - x(t) = A cos(wt + @)
A /\\// ¢ v(t) = —Awsin(wt + @)

S

a(t) = —Aw? cos(wt + @)
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Drgania pionowe
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x(t) = Acos(wt + @)
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v(t) = —Aw sin(wt + @)
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Energia drgan

Energia kientyczna i potencjalna w ruchu harmonicznym:

1 1
E () = -mvi(t) = smA*w?sin*(wt + @) 409

2 2 _
— 300
1 1 o 200t
E (t) = =mx?(t) = =kA?cos?*(wt + @) 5
’ 2 2 100}
Energia catkowita: _ |k bl N/
W= 0.0 02 04
Ec — Ep(t) + Ek(t) —
) 400 E = Ep(x) + EEk(x)
E kA? [cos?*(wt + @)+sin?(wt + )] = 200!
lkAZ g 3{)135_
2 E
100}

Energia kinetyczna i potencjalna zmieniajg sie
okresowo z czasem,
catkowita energia jest stata
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http://efizyka.net.pl/energia-w-ruchu-harmonicznym_8048

Ruch wahadta matematycznego |
fizycznego jest harmoniczny TYLKO
dla MALYCH WYCHYLEN, tzn.
takich, ze:

A.Obtgkowska-Mucha

https://openstax.org/details/books/fizyka-dla-szkét-wyzszych-tom-1



Drgania ttumione

Zatozmy teraz, ze masa drgajgca na sprezynie zanurzona jest w gestej

cieczy. <§
. : <
Obserwujemy ttumienie drgan — ruch odbywa sie pod wptywem sity ~
sprezystosci F, = —kx i sity ttumigcej F,; = —bv: 3
-
d’x dx <
Il Zas.Dyn.New: m— = —kx —b— |
dr? dt A
Rozwigzanie rownania ruchu oscylatora ttumionego:
bt
x(t) = Ae 2m cos(w't + @) Ao s L
e [
i _ +Aue 2m )
w' = k_ b E /\ /\ [\ /\ /YVY P Y N’ . dr
m  4m’ %ﬂ < U \/ \VAAVARVAR Voen= g
sprawdzam! L i :AOE!‘%')
Energia: Y S
E(t) — l k A e_zb_;l 1IT 2]7' 3IT AlT EIT GIT TIT 8|T QIT 1-.'|]T
2 Czas (s)
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Drgania ttumione w zaleznosci od ttumienia

= Rozwigzanie rownania ruchu oscylatora ttumionego: czestosc kotowa
bt drgan wiasnych
x(t) = Ae 2m cos(w't + @) , |k b — B = b
©T Im T e T T 2m
amplituda drgan ttumionych
czestosc kotowa drgan ttumionych wspotczynnik thumienia
1.0

= \W zaleznosci od wspotczynnika
ttumienia:

0.5
- gdy b% < 4mk drgania ttumione,
« gdy b? = 4mk ttumienie krytyczne, :% 001
8

* gdy b? > 4mk aperiodyczny powrot d'o_
stanu rownowagi

0.5p

_b_l _1'00
ﬁ_Zm_t

B — wspoétczynnik ttumienia, T - stata czasowa
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Drgania z sitg wymuszajgca

= Tlumienie drgan mozna kompensowac dziatajgc sitg wymuszajgca, np.
okresowg: F, = F,sin wt

Il Z.D.N: d?x dx b 1 '/(;’\ﬂ

mﬁ+ba+kx=Fosmwt P=5_=71

i k <

ozwigzujemy? W= |~ Pt
d2x+ 1dx+ i wt :j {

—— + WX = A,y SIN W

dez2  tdt ° 0 Fy 2

ay = — 1

m =

Zatozmy, ze rozwigzanie jest postaci:

x(t) = Ay(w) sin(wt + ¢(w))
CO 0znacza drgania niegasngce, ale zarowno amplituda, jak i przesuniecie
fazowe sg funkcjg czestosci sity wymuszajgcej w
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Drgania z sitg wymuszajgca
= Pokaza¢ mozna, ze amplituda drgan z sitg wymuszajgcg wynosi:

a

Al = fa7 =y + 4pT”

a przesuniecie fazowe:

tg o = — 2pw of b I
J woz _wz 3—§
=y

= (Gdy czestosc¢ sity wymuszajgcej w bedzie w il
poblizu czestosci drgan wlasnych w,, a s
ttumienie S nie bedzie za duze:

amplituda wzrosnie do maksimum! 2

= Moze doj$¢ do zjawiska REZONANSU 0 02 04 05 08 10 12 14 16 18 20 22 Golty,
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Rezonans

= (Czestosc rezonansowa (obliczymy jg poprzez znalezienie maksimum A,(w)):

" W, = \/(‘)O2 _ 2182

= (QOdpowiada ona amplitudzie rezonansowej:

aO
2B\ w,>—2p?
= Dla drgan swobodnych, dla ktorych: w, = w, przesuniecie fazowe

. . . . T
@ pomiedzy sitg a wychyleniem wynosi: ¢ = =

[ Ar:

= (Oznacza to, ze sita wymuszajgca jest przesunieta o % w stosunku do
wychylenia.

= Ale za to predkos¢ (policz!) jest w fazie z sitg wymuszajgca!

= Moc zalezy od predkosci, zatem w warunkach rezonansu dochodzi do
maksymalnej absorbcji mocy przez oscylator — znaczenie przy rezonansie
elektrycznym
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Drgania, rezonanse i zycie

Wiatr wywotujacy drgania o czestosci zblizonej do czestosci wlasnej drgan mostu
prowadzido jego zniszczenia (Tacoma Narrows, USA 1940)
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Sktadanie drgan harmonicznych

= Zasada superpozycji — jezeli ciato podlega jednoczesnie dwom drganiom, to
jego wychylenie jest sumg wychylen wynikajgcych z kazdego ruchu z osobna.

= Skfadanie drgan zachodzgcych w tych samych kierunkach:

x,(t) = A, cos(wt + ¢,) x,(t) = A, cos(w,t + @,)

\ J
Y

%, (8) = X, () + x,(8)

= Sktadanie drgan w kierunkach wzajemnie prostopadtych:

x(t) = Ay cos(w,t +¢@,)  y(t) = Ay cos(w,t + ¢,)
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Sktadanie drgan (jeden kierunek)

= Sktadamy drgania o tej samej (lub nie) amplitudzie i czestosci. Drgania sg
przesuniete wzgledem siebie o faze ¢ :

x,(t) = Acoswt; x,(t) = Acos(wt + @)

= W wyniku ztozenia otrzymujemy (do policzenia, zwykta trygonometria!):

x,,(t) = x,(t) + x,(t) = 2A cos (g) CcosS (a)t + %)

Y

amplituda wypadkowa

= S3gto drgania o amplitudzie wypadkowe;
zaleznej od fazy ¢:

« dla ¢ =m; x,, = 0 — catkowite
wygaszenie drgan,

dad

« dla ¢ = 2m; x,, = 2Acos wt —
dwukrotny wzrost amplitudy drgan -
wzmocnenie,

« Jezeli roznica faz pozostaje stata w czasie — drgania koherentne
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Dudnienia

= Nakfadanie sie drgan o bardzo zblizonych czestosciach:

x1(t) = Asin(w + ATw)t X,(t) = Asin(w — ATw)t
Aw Aw
x,,(t) = x,(t) + x,(t) = A|sin(w — T)t + sin(w + T)t]

= Korzystajgc z tozsamosci trygonometrycznych:
sin(a + ) = sinacosf + cosa sin f8

x,(t) = \ZA coS Aw}t sin wt

% 24 cos Awt
wolnozmieniajaca sie . A n
amplituda wypadkowa f\ ."'I ﬂ p
= Efekt sumowania — drgania z pierwotng h."- p r\ VA
czestoscig, ale obwiednia zmienia sie U U U V
powoli w czasie (efekty dzwiekowe, L‘ I \ u
elektrotechnika) h
Sin wt
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Skftadanie niekoherentne

= Jezeli roznica faz drgan sktadowych zmienia sie z uptywem czasu w dowolny

sposob, to rowniez amplituda drgan wypadkowych zmienia sie z czasem —
niekoherentne sktadanie drgan.

= Drgania wypadkowe typu:
x(t) = A(t) cos[wt + @(t)]
nazywamy modulowanymi, gdy:

« A = const; @(t) - modulowana jest faza — FM

dA :
° @ =const;——- K wAmax - modulowana amplituda - AM
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Analiza harmoniczna

Analiza harmoniczna — metoda przedstawienia ztozonych drgah modulowanych
w postaci szeregu prostych drgan harmonicznych

= G.Fourier — dowolne drganie mozna przedstawic¢ jako sume prostych drgan
harmonicznych o wielokrotnosciach pewnej podstawowej czestosci kgtowej w:

x(t) =¥N_, A, sin(n- wt + @)
4}
* Pierwszy wyraz szeregu — czestotliwosc \\/f/\‘g ¥ \/’/ \\J 2w
podstawowa w, nastepne — czestotliwosci NN NN
harmoniczne- ,pierwsza”, ,druga’, itp. VAVAYVERVAVAY R
L / AN,
= W ten sposdb mozna za pomocg prostych YAVAVAYRVAVAVAY B
drgan harminicznych przedstawic drganie o /\ T T
dowolnym ksztatcie, np. pitoksztattnym,
tréjkatnym, prostokgtnym.. ﬂunvnv U/\Unvnv
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Analiza harmoniczna

= Analiza harmoniczna — metoda przedstawienia ztozonych drgan modulowanych
w postaci szeregu prostych drgan harmonicznych

» G.Fourier (1807)— dowolne drganie mozna przedstawi¢ jako sume prostych
drgan harmonicznych o wielokrotnosciach pewnej podstawowej czestosci
katowej w:

x(t) = YN_, Ansin(n - wt + ¢,) fi=r. r=[0.27]

= Pierwszy wyraz szeregu — czestotliwosc¢
podstawowa w, nastepne — czestotliwosci
harmioniczne- ,pierwsza”, ,druga’, itp.

= W ten sposdb mozna za pomocg prostych
drgan harminicznych przedstawi¢ drganie o
dowolnym ksztatcie, np. pitoksztattnym,
trojkgtnym, prostokatnym..
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Krzywe Lissajous

= Sktadania drgan harmonicznych o tych samych czestosciach w w kierunkach
wzajemnie protopadtych:

x(t) = A, sin(wt) y(t) = A, sin(wt + @)
= Jules Lissajous (1857) - demonstracja wyniku, gdy:
@ = 0°,90°,180°

« 9=0%y(x) = % x - linia prosta

X

« @ =180°y(x) = —j—‘ﬁ x - linia prosta

X

* @ =90% x(t) = Ay sin(wt) y(t) = Ay cos(wt)

katy |
|

Ve 0° 45° 90° 135° 180°
L + Yy _ | czpstotliwosci |

X

L/ e
fro 1

|
=
CD N
3 -
D=y
o
=
=
Q)
«Q
=4
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Krzywe Lissajous — dowolna faza

= |nne roznice faz, ale te same czestosci — elipsy, ale w kierunkach innych niz
osie ukt. wspotrzednych.

= Przypadek ogolny — dowolne fazy, czestosci, amplitudy — krzywe Lissajous:

/.\ 1:1

NED
/

/

o
C:

-,

o
(/ . \)
\//\ 2:3
Nt
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Podsumowanie

= Rozwigzanie rownania ruchu pod wptywem sity o zadanej postaci pozwala na
wyznaczenie potozenia, predkosci i przyspieszenia.

= Ruch pod wptywem sity harmonicznej — rozwigzanie, parametry, przyktady:
* prosty oscylator harmoniczny,
- wahadto matematyczne,
« wahadto fizyczne.

= Ruch z ttumieniem — rownanie, rozwigzanie, interpretacja.
= Ruch drgajgcy pod wptywem sity wymuszajgcej. Rezonans.

= Sktadanie drgan:

¢ wzmocnienie, wygaszenie, drgania koherentne,
* dudnienia,

 analiza harmoniczna

» krzywe Lissajous

Pokazy
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